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lieber homogene totale Differentialgleichmigen. 

(Von Herrn G. Frobenius in Zürich.) 



Uie Integration der totalen Differentialgleichungen zwischen drei 
Veränderlichen, welche der Integrabilitätsbedingung Genüge leisten, ist von 
Eider an einer Reihe von Beispielen erläutert worden, in denen fast allen 
die Coefficienten homogene Functionen gleichen Grades sind. (Inst. calc. 
int. vol. III, 1 — 26.) Ich stelle mir desshalb hier die Aufgabe, überhaupt 
die Eigenschaften homogener totaler Diflferentialgleichungen zwischen n Ver- 
änderlichen zu untersuchen. Zu dem Ende schicke ich aus meiner Ab- 
handlung Ueber das Pf äff sehe Problem (dieses Journal Bd. 82, S. 230), die 
ich kurz mit A, citiren werde, einige allgemeine Sätze voraus. 

Jeder lineare Diflferentialausdruck 

in welchem «^ , . . . «^ Functionen von ^r^ , . . . or^ sind , kann auf eine der 
beiden Formen 

(2.) r^^i rfz, H- • • • H- z^r dzj. 

oder 

(2*.) dz 4- r^^i rfz, 4- • • • 4- z^r dZf. 

gebracht werden, wo z, z^ . . . z^^ unabhängige Functionen von x^^ . . . x^ 

bedeuten. Im ersten Falle heisst er von der 2rten, im andern von der 
(2r + l)ten Klasse. Die Klasse p ist gleich der kleinsten Anzahl unab- 
hängiger Variabein, mittelst deren sich der Differentialausdruck darstellen 
lässt. Zu ihrer Berechnung dient die folgende Regel. Wenn in einer 
Determinante alle Unterdeterminanten (m4- 1) ten Grades verschwinden, die 
971 ten Grades aber nicht sämmtlich Null sind, so nenne ich m den Rang 
der Determinante. 

Joarnal fQr MftthemAtlk Bd. LXXZVL Heft 1. 1 
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Ist nun 
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und ist der Rang der schiefen Determinante 
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gleich 2r, der Rang der schiefen Determinante 

4i 



(5.) 



Oti • • 



'ni • • 



— fl, 



fli/i «1 



ö^wnön 



-«n 



aber gleich 2^, so ist die Klasse des Differentialausdrucks (1.) 

• (6.) p = r -^ s. 

Bei jeder Transformation des Differentialausdrucks sind die Zahlen 
r, s und daher auch p invariant. Die Invariante r kann auch definirt wer- 
den als die kleinste Anzahl cogredienter linearer Relationen, die zwischen 
den Variabein m^, . . . u^; v^^ . . , v^ bestehen müssen, damit die Form 

rv=2a„ß u^Vß^ 

welche die bilineare Covariante des Differentialausdrucks (1.) heisst, ver- 
schwinde. Die Invariante s kann auch erklärt werden als die kleinste 
Anzahl cogredienter linearer Relationen, die zwischen den nämlichen Ver- 
änderlichen bestehen müssen, damit ausser der bilinearen Form VF noch 
die linearen Formen 

ü=2a„tt„y 

verschwinden. Zugleich ist s die Anzahl der Integrale der Differential- 
gleichung 

(7.) a^ rf^Tj -f- . • 

d. h. die kleinste Anzahl vollständiger Differentiale, aus denen der Aus- 
druck (1.) linear zusammengesetzt werden kann. 

Zwischen den beiden Zahlen r und s besteht der Zusammenhang, 
dass s entweder gleich r oder gleich r h- 1 ist. Mithin ergeben sich nach 
Gleichung (6.) zwischen den Invarianten p, r, s die folgenden Beziehungen: 

Ist s = r^ so ist p = 2r = 2^, also gerade. 

Ist j = rH-l, so ist p = 2rH- 1 = 2^—1, also ungerade. 



F= 2aßVß 



4- a^ dx^ = 
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Ist p gerade, so ist ^' = -f- und ^ = -f-. 

Ist p ungerade, so ist r = ^^ und s = ^-2~- 

Nach A. §. 7 ist die Klasse p des Differentialausdrucks (1.) gerade 
oder ungerade, je nachdem sich die Form 

F = öj r, -I -^a^v^ 

aus den Formen 

linear zusammensetzen lässt oder nicht. Daraus folgt, dass p gerade oder 
ungerade ist, je nachdem sich die Gleichungen 

(8.) <yffi «1 -• h Ä„^ f/^ -h a„ li = (a = 1, . . . n) 

durch einen nicht verschwindenden Werth von u oder allein durch den 
Werth a = befriedigen lassen. Denn multiplicirt man die Gleichungen 
(8.) oder, da a^^ = — a- ist, die Gleichungen 

«i/j «'i -^ ^ ^nß n„=^aßU (/? = !,... n) 

der Reihe nach mit t;^ , . . . i;^ und addirt sie, so erhält man 

(8*.) Vi^h-^ ^ f^n'fn= ^W- 

Wenn daher den Gleichungen (8.) durch einen von Null verschie- 
denen Werth von u genügt wird , so lässt sich F aus F^ , . . . F^ linear 
zusammensetzen, und p ist gerade ; lässt sich umgekehrt F aus Fj , . . . F„ 
zusammensetzen, so besteht eine Gleichung von der Form (8*.), in welcher 
u von Null verschieden ist, und daraus ergeben sich durch Vergleichung 
der Goefficienten von v^^ . . . v^ die Gleichungen (8.). Folglich muss, wenn 
den Gleichungen (8.) nur durch den Werth u = genügt werden kann, 
p ungerade sein. (Vgl. Christoffel^ dieses Journal Bd. 70, S. 242; Darboux^ 
Liouv. Joum. 1874, p. 361.) 

§.2. 

Wenn man den Differentialausdruck (2.) durch zr-\-Q dividirt, so 
wird seine Klasse um 1 erniedrigt; wenn man aber den Ausdruck (2*.) 
mit w multiplicirt, und w eine von z, z^ . . . z^^ unabhängige Function von 
oTj , . . . a:^ ist , so wird seine Klasse um 1 erhöht Wenn man von dem 
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Ansdrnck (2*.) dz subtrahirt, so wird seine Klasse um 1 vermindert ; wenn 
man aber zu dem Ausdruck (2.) dz addirt und z von z^, . . . z^^ unab- 
hängig ist, so wird seine Klasse um 1 vermehrt Diese Bemerkungen 
fuhren zu der Aufgabe, allgemein die Veränderungen zu untersuchen, 
welche die Klasse eines Diflferentialausdrucks erfahrt, wenn derselbe mit 
einem Factor multiplicirt oder um ein vollständiges Differential vermehrt 
wird. 

Sei 

(9.) w2adx = 2a!dxy 

und mögen die Zahlen p\ r , s für diesen Ausdruck dieselbe Bedeutung 
haben, wie p, r, s fiir den Ausdruck (1.). Dann ist s die kleinste Anzahl 
congredienter linearer Relationen, die zwischen den Veränderlichen «^ , . . . w^ ; 
«?j , . . . v^ bestehen müssen, damit die linearen Formen 

nebst der bilinearen Form 



7vSa„ßU„Vß 4- [2 



(-£•.)(-.».)- (-%^/.)(->"*) 



■ß 

= w fV + iS 



verschwinden. Da aber diese Formen genau fiir die nämlichen Werthe 
Null sind, wie £/, F, VF^ so ist s' = s. Oder : 

Die Zahl s ist. die kleinste Anzahl vollständiger Differentiale, aus 
denen der Ausdruck (1.) zusammengesetzt werden kann. Ist aber 

2 adx = 5i g^ rf/;, 

so ist 

2a'dx=:Z^i rvg^df^. 

Folglich ist die kleinste Anzahl vollständiger Differentiale, aus denen der 
Ausdruck (9.) zusammengesetzt werden kann, s^s. Da aber (1.) aus 

(9.) durch Multiplication mit — entsteht, so ist auch s^s und daher 

s = s. Folglich ist r entweder gleich s oder gleich *— 1. 

Ist also * = r, so ist r entweder gleich r oder gleich r— 1 und 
desshalb nach (6.) p entweder gleich p oder gleich p—l. 
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Ist aber ^ = rH-l, so ist / entweder gleich r + l oder r, und 
daher p entweder gleich /iH-l oder p. 

Sei zweitens z eine Function von or^, . . • a:^ und 

(9*.) 2 (ada:) -h dz = Sadx 

und mögen wieder p\ r\ s für diesen Ausdruck dasselbe bedeuten, wie 
p, r, s für (1.). Dann ist 

Da 2r der Rang der Determinante (4.) ist, so muss demnach r=r 
sein. Folglich ist s entweder gleich r oder gleich r-hl. 

Ist also r = Sj so ist s' entweder gleich s oder gleich ^ + 1, und 
daher p' entweder gleich p oder gleich /n-1. 

Ist aber r = s—lj so ist s' entweder gleich *— 1 oder gleich s 
und daher p entweder gleich p—l oder gleich p. Es ergeben sich also 
die Sätze: 

I. Wird ein Differentialausdruck mit einem Factor multiplicirtj so 
bleibt die Invariante s ungeändert; wird er um ein vollständiges Differential 
vermehrt^ so bleibt die Invariante r ungeändert. 

IL Bleibt die Klasse eines Differentialausdrucks j wenn er mit einem 
Factor multiplicirt wirdj nicht ungeändert, so wird siej wenn sie gerade istj 
um 1 erniedrigt, wenn sie ungerade ist, um 1 erhöht. 

III. Bleibt die Klasse eines Differentialausdrticksj wenn er um ein 
vollständiges Differential vermehrt wird» nicht ungeändert, so wird sie, wenn 
sie gerade ist, um 1 erhöht, wenn sie ungerade ist, um 1 erniedrigt 

Da p die kleinste Anzahl unabhängiger Variabeln ist, mittelst deren 
der Ausdruck (1.) dargestellt werden kann, so kann p nicht grösser als n 
sein. Mithin ergiebt sich aus den Sätzen 11. und DI. die Folgerung: 

IV. Ist die Klasse eines Differentialausdrucks der Anzahl der unab- 
hängigen Variabein gleich, so bleibt sie, falls sie gerade ist, bei Vermehrung 
desselben um ein vollständiges Differential, falls sie ungerade ist, bei Multipli- 
cation desselben mit einem Factor ungeändert. 
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§. 3. 
Ich nehme jetzt an, dass a^^. . . a^ homogene Functionen des näm- 
lichen Grades g von x^^ . . . x^ sind. Dann ist 

Setzt man*ferner 

(10.) «1 j:j -h • • • 4- öf^ :r„ = a, 

so ergiebt sich durch Differentiation nach x^ 

ÖOi ' bun ba 

Durch Subtraction dieser beiden Gleichungen erhält man unter Anwendung 
der Bezeichnung (3.) 

(11.) a^x^ H h a^Xn = {g-^\)a„ "" öF* ^" ~ 1,... w) 

Sei nun zunächst a = 1 (oder eine von Null verschiedene Con- 
stante). Da a eine homogene Function (gr 4- l)ten Grades ist, so muss in 
diesem Falle ^4-1 = sein. Die Gleichungen (10.) und (11.) 



«, j:, + • 


. . + o„ *„ = I, 


««I *i + • 


• + aan^n = 



(a = 1, . . . n) 

zeigen, dass die linearen Formen F^ fiir v^=x^^ . . .Vj^=x^ verschwinden, 

während F fiir dieses Werthsystem nicht verschwindet. Daher lässl sich 

F nicht aus den Formen F^^ . . . F^ linear zusammensetzen, und folglich 

ist die Klasse p des Differentialausdrucks (1.) ungerade. 

I. Ist a = l, also jr = — 1, so ist p ungerade. 

Ist aber a = und g nicht gleich — 1 , so zeigen die Glei- 
chungen (11.) 

dass den linearen Gleichungen (8.) durch einen von Null verschiedenen 
Werth 11 = ^ -hl Genüge geschieht. Daher ist p gerade. 

n. ü?/ « = und g nicht gleich — 1, so ist p gerade. 
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Sei p gerade und a von Null verschieden, dann erflillt der Ausdruck 

die Voraussetzung des Satzes I. Daher ist seine Klasse ungerade, also, 
da p gerade ist, nicht gleich p. Nach §. 3, IL ist sie folglich p— 1. 

ni. Die Klasse des Differentialausdrucks a^ dx^ 4- • • • -i- «^ dx^, dessen 
Coe^fficienten homogene Functionen gleichen Grades sind, wird, wenn sie gerade 
istj und wenn a == a^ ar^ H- • • • H- a^ o:^ von Null verschieden ist, um 1 er- 
niedrigt, indem derselbe durch a dioidirt wird. 

Sei p ungerade und g nicht gleich —1, dann kann man eine 
homogene Function (gr 4- 1) ten Grades z so bestimmen, dass der (homogene) 
Diflferentialausdruck 

Gl rfoTj 4- • • • -fr" flr,| dXj^ — dz 

die Voraussetzungen des Satzes II. erfüllt. Zu dem Ende muss 

oder 

a = fl, *, + :-. + «„x„ = Q~ *, + ..-»- ^JT« = (y+ 1) z 

sein. Dann ist die Klasse des neuen Differentialaasdrucks gerade, also, 
da p ungerade ist, von p verschieden. Nach §. 2, ID. ist sie daher gleich 
p-\. 

IV. Die Klasse des Difereniialausdrucks a^ dx^ -fr- • • • -fr- «^ dx^j dessen 
Coeßicienten homogene Functionen gten Grades sind, wird, wenn sie ungerade 
ist, und wenn g nicht gleich — 1 ist, um 1 erniedrigt, indem von demselben 

subtrahirt wird. 

Unter den in den Sätzen m. und IV. gemachten Annahmen kann 
man also die Klasse des Di£ferentialausdrucks (1.) um 1 reduciren. Die 
Annahmen sind aber der Art, dass die beiden Reductionen nicht nach 
einander ausgeführt werden können. 

Für /i = 1 ergiebt sich aus Satz IV. die auch unmittelbar aus dem 
Eulerschen Satze über die homogenen Functionen ersichtliche Folgerung: 
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V. Ist der Diferentialausdritck (1.) ein vollständiges Diferential und 
ist g nicht gleich — 1, so ist 

J {a^dx^-i -f- a^dx^ = — y- (a^x^-^- • • • -f- a^x^. 

Daraus fliesst als Corollar der Satz: 

VI. Ist a = 0, während a^, . . . a^ nicht alle verschwinden, so kann 
der Differenäalausdruck (1.) nur dann ein vollständiges Differential sein, wenn 
g = — 1 ist 

Für p = 2 ergiebt sich aus dem Satze III. die Folgerung : 

VII. Wird die Differentialgleichung a^ dx^ -f- • • • -f- a^ dx^ = durch 
eine einzige endliche Gleichung befriedigt, so ist dieselbe 

iO^dx^ -f- • • • -^aj^dXj 






vorausgesetzt, dass a^ ar^ -f- • • • -h a^ x^ von Null verschieden ist. 

Die Klasse p des Differentialausdrucks (1.) kann nicht grösser als n 
sein. Damit p = n sei, ist erforderlich und hinreichend, dass bei geradem 
n die Determinante (4.) bei ungeradem n die Determinante (5.) von Null 
verschieden sei. Ist a = 0, so folgt aus den Gleichungen (10.) und (11.) 

a^x^-i h a^Xn = (y -f- 1) fl«, (a = 1, . . . w) 

«1 OTi H h a„ x^ = 0, 

dass die Determinante (5.) verschwindet. 

Vni. üj/ a = und n ungerade, so ist p -< n. 

Ist nicht nur a = 0, sondern auch ^ = — 1, so folgt aus den Glei- 
chungen (11.) 

ö«i JT^ H h a^Xn = 0, (a = 1, . . . it) 

dass die Determinante (4.) verschwindet. 

IX. Ist a = und g =» — 1, so ist p <.n. 

Die beiden Sätze VIII. und IX. können auch leicht aus der Identität 

dx X X 

a^dx^-i ba^dx^^^-a — L + x^ a^ d — -\r - - - -\r x^ a^d — 



geschlossen werden. 



x^ Xi 
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Sei a = 0, ^ nicht gleich —1 und p = ii, also nach Satz IL n 
gerade. Ist dann w irgend eine homogene Function (gr + 1) ten Grades, 
so erföllt der Ausdruck 

die Voraussetzungen des Satzes IX. Seine Klasse ist daher kleiner als n, 
also nach §. 2, II gleich n—l. 

X. Ist a = Oj g nicht gleich — 1, und p ^ Uj so wird die Klasse 
des Differentialaihsdrucks (1.) um 1 emiedrigtj indem derselbe durch eine be- 
liebige homogene Function (g-^l)ten Grades dividirt wird. 



§.4. 

Die in §.3 entwickelten Sätze will ich jetzt in einigen Beispielen 
dazu benutzen, den Ausdruck (1.) auf die reducirte Form (2.) oder (2.*) 
zu bringen. Sind Oj, . . . a^ ganze homogene lineare Functionen von 

«« = ^la^l ■*■ ^««^« 4- • . -h C^a^n, (« = 1, 2, . . . n) 

so gelingt dies in vielen Fällen durch eine lineare Substitution. 

1) Sei öj ^Tj -h • • • + a^ Xj^ = 0, also (§. 3, II.) p gerade (= 2 r). 

Dann ist a^y^-^ h a„ Jfn ^i^® altemirende bilineare Form von x^^. . . x^\ 

yj,...y^, deren Determinante den Rang 2r hat. Daher lässt sie sich 

{A. §. 9.) auf die Form 

rednciren, wo die Grössen jr„ 0* = 1 , . . . 2 r) anabhängige homogene lineare 
Functionen von x^^^ . . . x^ und die Grössen Y die nämlichen Functionen 
von ^1 , • . . y^ bedeuten. Ersetzt man daher y^ durch dx^^ so erhält man 

:Sadx = ^1 X^ dXj.^^ — Xf^^ dX^ =^i XJ d --^ — . 

(Vgl. Eulerj Inst. calc. int. vol. III, 13). 

2) Sei p ungerade (=§r+l). Dann erfüllt (§. 3, IV.) der 

Ausdruck 

«1 rfrj + • • • -f- Oj^dx^ — \da 
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die Voraussetzungen der vorigen Nummer, und daher ist 

a^dx^ + • • • + a^dXn = \da-^ 2Xld-~~. 

Die auf der rechten Seite dieser Gleichung vorkommenden 2r4-l Functio- 
nen sind unter einander unabhängig, weil sich der Ausdruck (1.) nicht 
durch weniger als ;» = 2r-hl unabhängige Variable darstellen lässt. Die 
Gleichung enthält die bekannte Zerlegung einer bilinearen Form in eine 
symmetrische und eine alternirende. 

3) Sei p gerade (= 2r) und kleiner als n. Dann ist der Rang der 
Determinante (4.) gleich 2r. Die Bezeichnung der Variabein sei so ge- 
wählt, dass in den 2r ersten Zeilen von (4.) eine Unterdeterminante 2rten 
Grades von Null verschieden ist. Dann kann (A. §. 27) die Reduction des 
Differentialausdrucks (1.) mit der Integration des Systems von Differential- 
gleichungen 

begonnen werden, in welchem nur die 2r ersten Gleichungen unabhängig 
sind. Da die Coefficienten a^^ constant sind, so sind 

2r unabhängige Integrale desselben. Wenn man daher die Grössen 

als neue Variable einfuhrt, so geht der Differentialausdruck (1.) nach A. 
§. 27 in einen andern über, der nur die Variabein y^-,^ > -y^r enthält, und 
dessen Invariante p = 2r ist. (Vgl. Kronecker^ Monatsberichte der Berliner 
Akademie 1874, S. 402.) 

4) Sei p = 2r=it. Dann ist die Determinante (4.) von Null ver- 
schieden. Ist also 

SO ist die Determinante 1 uc„. -f- vc^„ 1 nicht identisch Null , weil sie für 

I ap pa I ' 

M=l, v = —l nicht verschwindet. Wir beschränken uns auf den Fall, 
dass die Elementartheiler dieser Determinante alle linear sind, dass also 
ein Ä: facher Lineartheiler derselben zugleich ein (ä— l)facher Lineartheiler 
aller Unterdeterminanten («— l)ten Grades ist. Dann ist (Kroneckerj Mo- 
natsberichte, 1874, S. 440; d. J. Bd. 68, S. 275.) 
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^ ^ttß ^tt Vß = -^1 ^Q ^Q ^r+e "*" ^r-\-Q ^r-h^ ^q^ 
WO 

die in ihre Elementartheiler zerlegte Determinante ist, die Grössen X^ 
(a = 1, . . . it) lineare Functionen von ar^, . . • ar^ und die Grössen Y^ die 
nämlichen Functionen von y^, . . . y„ bedeuten. Daher ist 



? 



r4-? \ Q j.^^ 



§. 5. 
Als zweites Beispiel behandle ich die Differentialgleichung 

(12.) «1 dXi -f- flTg rfjTj + nrj dOTj = 0, 

deren Coefficienten ganze homogene Functionen zweiten Grades sind. Da 
die Anzahl der unabhängigen Variabein 3 ist, so kann p nur 1, 2 oder 3 
sein. Ist />=1, so ergiebt sich das Integral aus §. 3, V., ist p = 2 und 
a nicht Null, aus §. 3, VII. Auf den somit noch zu erledigenden Fall 
p = 2, a = lässt sich auch der Fall p = S nach §. 3, IV. zurückfuhren. 

Sei also 

(13.) «1 ^1 + «2 ^2 "*" ^ ^s = ^• 

Dann ist (§. 3, II, VIII) p gerade, also gleich 2. Mithin ist die 
Integrabilitätsbedingung 

(14.) ^1 «23 -*- «« fl^Sl -*- «8 ^12 =' 

eine Folge der Gleichung (13.). Sei h eine beliebige Gonstante und 
Dann ist nach Gleichung (11.) 

3^1 = «11 ^1 -*- «12 J^a + «13 ^8 ^^ 3 (OTg //j — OTj .4^), 

also 

(15.) ai==x^A^ — x^A„ a, = ar8^i — dTi^j, a^ = Xi^i — ^%Aj 

WO die Grössen 

^a = ^l«^l -^ ^%a ^9 + ^8«^8 (« = 1» 2, 3) 

lineare homogene Functionen von x^^ o?,, x^ sind. Sind umgekehrt J„ /!„ J3 

gegebene lineare Formen, so genügen die durch die Gleichungen (15.) 

2* 
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bestimmten homogenen Functionen zweiten Grades a„ a„ a^ der Gleichung 
(13.), also auch der Gleichung (14.), und folglich ist die Differential- 
gleichung (12.) oder 

dXy dx^ dx^ 

(12*0 J^i ^2 . «a^s = 
/f j A^ A^ 

durch eine einzige endliche Gleichung integrabel, oder sie bildet für sich 
ein volktändiges System. {A. §. 13.) Mithin bilden auch die ihr adgungirten 
partiellen Differentialgleichungen 



(16.) 



9/; 

Bf 



Bf hf 



Bf 



Bxi Bx^ 



Bx, 



A^-0 



ein vollständiges System, haben also eine gemeinsame Lösung /*, und man 
erhält das Integral der totalen Differentialgleichung (12.), indem man f 
gleich einer willkürlichen Gonstanten k setzt. Die erste partielle Differential- 
gleichutig (16.) sagt aus, dass f eine homogene Function nullten Grades 
ist. Die allgemeine Lösung der zweiten ist eine von t unabhängige 

welche vermöge der Integralgleichungen des Systems 
linearer Differentialgleichungen 



Function von x,, x,, x,, 



(17.) 



dx^ 

dt 



= A. 



(« = 1, 2, 3) 



einer willkürlichen Gonstanten gleich wird. (Vgl. AUegret, Comptes rendus 
tome 83, p. 1171.) Allgemeiner gilt der Satz: 

Sind ^„ 4„ A^ homogene Functionen gleichen Grades von ar„ ar„ ar^, 
so giebt es eine von t unabhängige homogene Function nullten Grades /"(^„^j,^,)? 
welche vermöge der Integralgleichungen des Systems von Differentialgleichungen 
(17.) einer willkürlichen Constanten gleich wird. Die Gleichung f=^k ist zu- 
gleich das Integral der totalen Differentialgleichung (12*.) 

Bei der Integration der Differentialgleichungen (17.) beschränken 
wir uns auf den Fall, wo die Wurzeln Aj, Jl,, X^ der Gleichung 



<y^U) = 



alle von einander verschieden sind. 



Cu- 


-X 


«11 


«'is 


Cm 




c» — X 


On 


«Sl 




"^ 


<?S8 ^ 



= 
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f(i) = - 



*1 


*» 


c„— i 


c» 


Cti 


«n — X 



Sei 



»8 ^81 ^8« ^88 ^ 

^0 5„ Jj, 5j und A constante Parameter sind. Vermöge der Integralglei- 
chungen des Systems (17.) ist F (X) eine Function von t. Ihre Ableitung 

dx 
(nach t) bildet man, indem man in der ersten Zeile a:^ durch -^ = ^i« *i 

-*- ^«a *2 + <?8o ^8 ersetzt. Nach leichten Reductionen erhält man 

dF(X) 



dt 



= X F(X) -f. (X, ?i 4- or, 5, 4- or, 5,) 9) (A) 



und daher 



dF{X,) 
dt 



= i-a P(Kh 



F(X^) = k^^ot. (a= 1,2,3.). 

Sind f*!, /i*a, ik^ Constanten, so ist 

F{X,T' F{X^f^ F{X^)f^ = ifc«(^/"i+A.i«.4-^^)< 

ein allgemeineres Integral des Systems (17.). Damit dasselbe von t un- 
abhängig* sei, muss 

sein, und damit die linke Seite eine homogene Function nullten Grades 
sei, mui^s 

/*i + fh ■*- f*8 = 

sein. Beiden Gleichungen genügen die Werthe 

f*! = Aj A3, f*j = Aj A|, f*| = Aj A2. 

Folglich ist 

(18.) /"(il,)^-*» F(;ü^-*' F(il,)*'-^ = A 
das Integral der totalen Differentialgleichang (13.)> (Vgl. Jacobij dieses 
Jonm. Bd. 24, S. 1.) 



§. 6. 

Zum Schloss behandle ich noch eine Verallgemeinernng der Jacobi- 
schen Differentialgleichimg, zu der die folgenden Betrachtangen führen. 



14 Frohenius, vber homogene totale Differentialghidiungen, 

Sind zwei bilineare Formen von n Variabeinpaaren 

A = 2a„^x^ ^ß, B = 2b^ßX„^ß 

gegeben, so nenne ich die bilineare Form 

aus ä und B zusammengesetzt und bezeichne sie mit (^AB). (Vgl. meine 
Abhandlung : Ueber lineare Substitutionen und bilineare FormeUj d. J. Bd. 84, 
S. 1.). Sei nun 

und sei 

WO jetzt die Zeichen A und B Operationssymbole sind, oder wo der ho- 
mogene lineare partielle Differentialausdruck A{f) aus der bilinearen 

Form A entsteht, indem die Variabein ?^ durch die Ableitungen qT" ersetzt 



werden. Dann ist 



bBo bA. 



AiB,)-B{A,)=:^A^-^-f-B^^ 



a —« 



2^AiB,)-BiA,))^, = 2^^^-^^^^ = (AB)-iBA). 

Sind nun die Formen A und B vertauschbar, d. h. ist {AB) = (ß-4), 

so ist folglich 

A(Bß)-B{Aß) = 

I (^(ß^) - B {Ap)) ^ = A (Bin) - B {A(f)) = 0. 

P ß 

Sind also A, B^ C^ ... mehrere Formen, von denen je zwei ver- 
tauschbar sind, so bilden die partiellen Differentialgleichungen 

^(/•)=0, iB(/-) = 0, C(/-)=0,... 

ein Jacobisches System. (Clebsch, d. J. Bd. 65, S. 259.) 

Sei Ä""^ die bilineare Form, die man erhält, indem man A mit sich 
selbst r Mal zusammensetzt, und sei 

A^'^ = JTi & -h • • • + ar„ Jf^ = £;. 
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Dann sind die Formen Ä^\ j4f^\ Ä^\ . . . paarweise mit einander 
vertauschbar. (d. J. Bd. 84, S. 10.) Setzt man also 






SO bilden die Differentialgleichungen 



^!"^+---+<'S"^ = (r = 0,.,2..., 



«n- 


-l 


... 


«m 


. 




• • • 


• 


fl«! 




• . • 


«n» ^ 



ein t/acoi/sches System. Ist 



g>a) = 



so beschränke ich mich der Einfachheit halber auf den Fall, wo die 
n Wurzeln Ai? • • . i« der Gleichung y (i) = alle von einander verschieden 
sind. Dann sind, wie ich unten zeigen werde, 

^i") ?i H- • • • + -^J"^ ?n (r =0, 1, . . . n-1) 

n unabhängige Linearformen von ?i, • . • ?». 

Wenn aber die w— 1 unabhängigen partiellen Differentialgleichungen 



/t 



ein vollständiges System bilden, so ist (^1. §. 13) die ihnen adjungirte totale 
Differentialgleichung 

fJLXt • • • tt»Ujt 



(19.) 



M'' 



^r 



= 



durch eine einzige endliche Gleichung zu integriren. 

Das Integral dieser Differentialgleichung, einer Verallgemeinerung 
der JacoÄischen, findet man auf folgendem Wege. 



Ist 



i^U)=- 



v/ '''X ... 

?i «11 — X ... a 



^n «: 



m 



m 



• • • ^nn ^ 
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die adjungirte Form von A — lE, so ist die aus diesen beiden zusammen- 
gesetzte Form 

({A-lE)F{X)) = ip{X)E, 

oder es ist 

{JF{k)) = XF{X) ^g>{X)E 

und folglich 

{A F {XJ) = X^ F iX,). 

Setzt man beide Seiten dieser Gleichung mit A zusammen, so er- 
hält man 

(A' Fix,)) = X, {A Fix,)) = 4 FiXJ, 

und durch wiederholte Anwendung dieses Verfahrens findet man 

{A^'^ Fix,)) ^X^ Fix,), 

oder 

9^W dFiXJ 



9?> 



9x, 



= K ^UJ. 



Durch Multiplication der beiden Determinanten 

BFiXd »FiXd 



dxi 



• • • 



c/x 



n 



Ai 



(0) 



• • • ^n 



• • • 



1 n 



deren zweite eine Constante ist, 
gleichnng (19.) 

dFiXd 



8«, 



• • • 



9*„ 



9x, 






• • • 



Öor 



n 



9^U„) 



• • • 



8x 



n 



n— 2 



n^) 



ergiebt sich daher aas der Differential- 



dFaj 



in — 2 
n 



F{K) 



= 



oder bis aaf einen constanten Factor 



F(Xd 



...i^(^.)[-^ 






1 dF(i^) 1 
•••"*• y'(A„) f(i„) J 



= 0. 



Frohenins^ über homogene totale Differentialgleichungen. 



17 



Folglich ist 



(20.) F(Ai)*^'(^>) . . . F(Xy^^n)r=zk 

das Integral der Differentialgleichung (19.) und das Product F{X^ . . . F(X^ 
ihr integrirender Divisor. Derselbe ist (Vgl. Hermite^ d. J. Bd. 47 S. 314, 
Hessej d. J. Bd. 57, S. 175.) bis auf einen constanten Factor gleich 



(21.) M = 



Äl 



(0) 



iCO) 



^n 



... 



4»-') . . . ^(»-o 

1 n 



me sich aas der Formel 



8^ 



(0) 



öA 



(0) 



9?i. 






... 



... 



95„ 



Q^(»->) 



8^) 8/?\Ai) 

Ojr, " ■ * 9x„ 



... 



9|n 



9j:, 8ar„ 



= F\K)... F\Xn) 



1 



. . . 1 



I»— 1 



• • • A 



n— i 



7« 



ergiebt. Aus derselben folgt auch die Unabhängigkeit der Linearformen 

^Wj^+ ... -H^Mj^ (i' = 0,l,...»-l), 

80 lange die ersten Unterdeterminanten von y(A) keinen Divisor gemein- 
sam haben. 

Durch Multiplication der beiden Determinanten 



9^ 



(0) 



9^ 



(0) 



9?i 



9?n 



9?i " ' 95^ 



bA 



(0) 



9^' 



(0) 



hx^ 



9ari 



9x 



n 



... 



ö^(ii-i)- 



9x 



n 



deren erste gleich M und deren zweite eine Constante ist, zeigt sich end- 
lich, dass der integrirende Divisor der Determinante 



lO) 



Ä'^ . . . A^^) 



... . 



gleich ist. 

Joonud fUr Mftthematik Bd. LXXZVI. Heft 1. 
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Dass der Ausdrock (21.) den integrirenden Divisor der Differential- 
gleichung (19.) darstellt, ist ein specieller Fall des folgenden Satzes, in 
welchem A^^ («, /? = 1, 2, . . . n) irgend n' Functionen von x^^ . . . x^ 

bedeuten : 

Wenn je zwei der n unabhängigen Differentialausdrücke 

der Bedingung 



^an 



ÖX 



(a = 1 , . . . n) 



n 



A„(Ai,{f)) = Af(^A„{n) 



genügen, so ist 



(22.) 



4l 



• • • .Ju.- 



in 



• • • • 



-^-1,1 • • • -^-i,n 
%MX* • • • CwmTm 



4l 



^m 



• • . 



. • • 



'ni 



• • • -^» 



ein vollständiges Differential. 

Dieser Satz lässt sich, wenn man die Lehre von der Integration 
eines vollständigen Systems partieller Differentialgleichungen nicht benutzen 
wiU, folgendermassen beweisen: Da die n Differentialausdrücke A^ (f) 
unabhängig sind^.so ist die Determinante raten Grades l^J von Null ver- 
schieden. Folglich kann man n Grössen a,, ... a^ finden, welche den 
n Gleichungen 

^oi «1 ■* ^ Amön = (a= 1,2,...» — 1) 

A^a^-\ h A^an= 1 

genügen. Dann wird behauptet, dass der Ausdruck 
ein vollständiges Differential ist. Ms die Relationen 



2 A 



'fix 



a* 



8«. 



— A 



f' 8«. 



=: (a,ß,X=l,...n) 



bestehen. Differentiirt man die Gleichang 

2 Aßi Ol = const (/} = 1, . . . n) 

nach x^, so ergiebt sich 



— SA 



f^ 8x. 



= -?«i 



8^ 



n 



bx. 
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Moltiplicirt man mit A^^ ond summirt nach x, so findet man 

Vertauscht man a mit ß und zieht die neue Gleichung von der 
ursprünglichen ab, so erhält man 

Die rechte Seite dieser Gleichung ist Null. Die linke lässt sich, 
wenn man nur über die Paare der Zahlen x,A von 1 bis n summirt, iiir 
welche x > A ist, auf die Gestalt 

bringen. Die Determinante dieser — ^-^ — - homogenen linearen Gleichungen 

n(n— 1) Öa, Ba^ 

zwischen den — ö — Grössen ä^ — Q^ ist die («— l)te Potenz der De- 
terminante nten Grades lA^^ , also von Null verschieden. Daher ist 

Ba, Büx 

Q— = ö^» *lso ist der Ausdruck (22.) ein vollständiges Differential. 

Zürich, im Juni 1877. 
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lieber Schaaren von bilinearen und quadratischen Formen. 

(Von Herrn L. Stickelberger in Zürich.) 



Uie allgemeine Formel, welche Jacohi (dieses Joornal, Bd. 53, 
S. 265) fiir die Umwandlung einer quadratischen Form in eine Summe 
von Quadraten gegeben hat, beruht auf der Voraussetzung, dass in der 
Determinante der Form eine Reihe von Unterdeterminanten von Null ver- 
schieden ist. Bekanntlich ist es aber stets auf vielerlei Weise möglich, 
eine gegebene Form durch eine lineare Transformation in eine solche um- 
zuwandeln, deren Coefficientensystem jene Voraussetzung befriedigt. In- 
dem man diese vorläufige Umgestaltung mit der Jaco6ischen Transformation 
vereinigt, gelangt man zu der eleganten Darstellung einer quadratischen 
Form durch eine Quadratsumme, welche Herr Darbou^v (Liouv. Joum. 1874, 
p. 354) seinen Untersuchungen über diese Formen zu Grunde gelegt hat. 
Indessen scheint uns der Nachweis, den er dafür gibt, dass die erwähnte 
Schwierigkeit in der Anwendung der Jacobischen Methode durch seine Ver- 
allgemeinerung derselben wirklich gehoben wird, nicht vollkonmien stich- 
haltig zu sein. Er schliesst dies aus dem Satze (S. 356), dass die 
Function 



0.. = 



a 



11 



X] 



Xf 



«1» 



x! 



'7171 



-A.«] 



n 



xi 



^n 



x^ 



^n 



XP 



X 









'P 



n 



der np Variabein X^ , in welcher a^ß = a,^ ist, nur dann identisch ver- 
schwinden kann, wenn in dem System der Grössen o . alle /iten Unter- 
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determinanten gleich Null sind. Sein Beweis dieses Satzes beruht auf einer 
mehrmaligen Anwendung der Bemerkung, dass aus dem identischen Ver- 
schwinden des Ausdruckes ^s^.x^x^ auch das des Ausdruckes ^s^^x^y. 
folgt, vorausgesetzt dass s^. = s.^ ist. Letztere Voraussetzung ist jedoch 
nur bei der ersten, nicht aber bei den folgenden Anwendungen dieser 
Bemerkung erfüllt*). 

Eine ähnliche Schwierigkeit bietet sich bei der Anwendung dar, 
welche Herr Weierstrass von der Jacobischen Formel auf die Reduction 
von Schaaren quadratischer Formen gemacht hat. Hier genügt es nicht, 
dass die ünterdeterminanten , welche die Nenner der einzelnen Quadrate 
bilden, nicht identisch verschwinden, sondern es darf auch keine derselben 
mit der ganzen Determinante einen Divisor gemeinsam haben, der nicht 
auch alle andern Unterdeterminanten des nämlichen Grades theilt (Berl. 
Monatsber. 1868, S. 317). Herr Weierstrass haX eine Substitution angegeben, 
durch welche man dies stets erreichen kann. Herr Darboux hat die 
Weierstrasssche Darstellung formal vervollkommnet, indem er diese Sub- 
stitution in die Jacobische Formel hineingezogen hat. Indessen ist die 
grössere Anschaulichkeit, welche dadurch erreicht wird, weder von ihm 
noch von Herrn Gundelfinger (welcher die Darbouxse\ie Darstellung in die 
dritte Auflage der analytischen Geometrie von Hesse aufgenommen hat), 
dazu benutzt worden, einen strengen Beweis fiir die Möglichkeit zu fuhren, 
dass man die Bedingungen für die Anwendbarkeit der Darbotix^ehevL Formel 
immer durch passende Wahl der in sie eingehenden willkürlichen Con- 
stanten erfüllen kann. 



'*') Der Beweis des obigen Satzes kann folgendermassen gefiihrt werden. 
Ist der Rang (vgl. S. 1. dieses Bandes) der symmetrischen Determinante \<iaß\ 
gleich n — m^ so können die Hauptunterdeterminanten {n — m) ten Grades nicht 
alle gleich Null sein (FrobeniuSy dieses Journal Bd. 82, S. 242, III). Da man 
nan den Variabein X^ solche Werthe beilegen kann, dass (2>,^ sich auf eine beliebige 

Hanptnnterdeterminante (n — i7i)ten Grades reducirt, so kann diese Function nicht identisch 
verschwinden. Aus der Voraussetzung, dass 0p identisch Null ist, folgt aber leicht, dass 

^p-i» ^p-v • • • ^0 ebenfalls Null sind (Vgl. z. B. Gundelfinger in Hesae^ anal. G. d. R., 
3. Aufl. S. 453; vgl. auch §.1, S. 25). Folglich ist wi>p und n — m^n — p\ ge- 
mäss der Definition von m verschwinden also alle Unterdeterminanten (n — 77) ten Grades 
des Systems a^ß. 
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Bei Gelegenheit einer Anwendung der Analyse des Herrn Weierstrass 
(De problemate quodam ad duarum formarum bilineariom vel quadraticamm 
transformationem pertinente, diss. inaug., Berol. 1874) haben wir nns 
durch ein indirectes Verfahren davon überzeugt, dass sich die oben er- 
wähnte Schwierigkeit wirklich in allen Fällen durch die von ihm ange- 
gebene Substitution heben lasse, und es ist uns trotz wiederholter Be- 
mühungen nicht gelungen, dieses Verfahren durch ein directes zu ersetzen, 
etwa durch Aufstellung einer identischen Determinantenrelation, aus welcher 
ohne Weiteres ersichtlich wäre, wie man die in §. 1 mit w^ bezeichnete 
Grösse zu wählen hat, damit sie mit n> keinen grossem Divisor gemein 
hat als alle vten Unterdeterminanten von w. Indessen ergibt sich aus 
unserer indirecten Methode eine Reihe von Folgerungen, die wir für einige 
weitere Untersuchungen nicht entbehren können. Wir entwickeln daher 
im Folgenden zunächst die Reductionsmethode , die Herr Weierstrass for 
Schaaren von bilinearen oder quadratischen Formen gelehrt hat, in einer 
Gestalt, in welcher die der Z)ar6ouj;schen Deduction anhaftende Schwierig- 
keit zunächst nicht eigentlich gehoben, sondern nur umgangen wird, und 
leiten aus der Betrachtung der reducirten Form Regeln ab, nach welchen man 
die Grössen n>^ stets der oben erwähnten Bedingung gemäss wählen kann. 

Ich citire im folgenden die Abhandlung des Herrn Weierstrass 
(Berliner Monatsberichte 1868, S- 310) mit JVs. 



Die Reduction von Schaaren bilinearer Formen. 

Sind 

A = 2a„ßX„!fß und B = 2b„ßX„!fp 

zwei bilioeare Formen, welche sich nicht bloss durch einen constanten 
Factor von einander unterscheiden, so nennen wir die Gesammtheit der 

bilinearen Formen von der Gestalt pA + qB oder, wenn — ^ = r gesetzt 

wird, von der Gestalt —q^rA—B) eine Sc haar von Formen {Kronecker, 
Berl. Monatsber. 1868, S. 340) und A^ B selber die Grundformen der 
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Schaar. Sind A und B* irgend zwei nicht nur um einen constanten 
Factor verschiedene Formen der Schaar, so stellt auch der Ausdruck 
pA-hqff alle Formen der Schaar und jede nur einmal dar, und es kön- 
nen daher auch A und B als Grundformen der Schaar angenommen wer- 
den. Wir betrachten im Folgenden nur solche Schaaren, deren Determinante, 
d, i. die Determinante der «* Grössen pa^ß •+- gb^g , nicht identisch ver- 
schwindet, und denken uns, was unter dieser Voraussetzung stets möglich 
ist, die Grundformen so gewählt, dass die Determinante von A nicht gleich 
NuU ist. 



Wir setzen 



femer 



C=rA—B^ c„ß = ra„ß — b„ß^ 



C, ... €?,« t??) . . . v[^-^^ V. 



IF„_, = 



y-l 



11 



U 



fll 

(0 



u 



V. 



c-l) 



in 



V 



rm 
(1) 



V 



n 



,(1) 
n 





. u 



C-i) 



n 



. n 



n 









< ^n 










Den Werth, welchen IF^_, annimmt, 1) wenn man ii^ = a^"^ («=1, ...«) 
setzt, bezeichnen wir mit F^, 2) wenn man v^ = r^"^ setzt, mit f/^, 3) wemi 
man u^ = u^^\ r^ = t?W g^tgt, mit w^. Es ist also W^_^ eine bilineare 

Form der 2n Variabein m^, t?„; U^ eine lineare Form der Variabein u^\ 
V^ eine lineare Form der Variabein v^. Zwischen diesen Formen besteht 
die Beziehung 

(i.) w^ w^^^ = h;_, w^ - ü^ y^. 

Die 2w* Grössen u^J^\ v^^^ («=!,..»; v = 1, . . «), welche in die soeben 
definirten Ausdrücke eingehen, bedeuten Constanten, welche den folgenden 
Beschränkungen gemäss gewählt werden sollen. 

Sei r—c ein A-fachcr Lineartheiler der Determinante w (=n>^) und 
ein Arfacher Lineartheiler ihrer sämmtlichen ersten Unterdeterminanten ; dann 
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ist in der Entwickelung von IF(— W^) nach aufsteigenden Potenzen von 
r — c der Coefficient H des AnfangsgKedes H(r—c)^ eine bilineare Form 
der 2n Variabein ii^, t?^, deren Coefficienten nicht alle Null sind. Man 
kann daher diesen Grössen solche Werthe u^^\ t/J^ beilegen, dass dieses 
AnfangsgKed nicht verschwindet, also w^ genau durch (r—c)^ theilbar ist. 
Sei also über die Grössen u^^\ v^^ der angegebenen Bedingung gemäss in 
einer beliebigen, aber bestimmten Weise verfiigt, und sei alsdann r—c 
ein A,-facher Lineartheiler sämmtlicher Coefficienten der bilinearen Form W^ ; 
dann können und wollen wir den Variabein derselben solche Werthe 
u^ = ii^^\ v^ = v^^ beilegen, dass w^ nicht durch eine höhere Potenz von 
r—c als die il^te theilbar wird. Ist dann r—c genau ein Aj-facher Linear- 
theiler sämmtlicher Coefficienten von ll\^ so legen wir den Variabein 
derselben solche Werthe u^ = ii^\ v^ = v^^^ bei, dass w^ genau durch 
(r—c)^ theilbar wird, u. s. w. 

Die Determinante (2w-f- l)ten Grades U\ verschwindet identisch, 
weil alle diejenigen Elemente derselben Null sind, welche « + 1 Zeilen 
mit w -i- 1, also mehr als (2n ■+- 1) — (n -h 1) Colonnen gemeinsam haben. 
Wir behaupten aber, dass, wenn über die Grössen u^^\ v^^^; u^^\ t/j^; 
u^^\ v^^^ u. s. w. der Reihe nach in der angegebenen Weise verfiigt wird, 
keine der Formen FFi, . . . FF^_i identisch verschwindet, mit andern 
Worten, dass das oben auseinandergesetzte Verfahren an keiner Stelle 
illusorisch wird. Ist nämlich FF^_i nicht identisch Null, so ist auch n>^ 
von Null verschieden, da w^ durch keine höhere Potenz von r—c theilbar 
sein soll, als sämmtliche Coefficienten der Form FF^^j. Bezeichnen wir 
die Coefficienten der Elemente c„.. u^^\ v^^^ in der Determinante w^ mit 

Caß, lfa\ ya\ SO ergibt sich durch Addition der Gleichungen 



die Formel 



2c,ßC,^-^2v^ff^^ = nw,^ 



WO nach a und ß von 1 bis 9i, nach q von 1 bis v zu summiren ist. 
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Femer ergibt sich durch Addition der v Gleichungen 

11 n n *" 

die Formel 

und durch Subtraction dieser beiden Formeln 

2c„ßC„ß = {n'-v)7Vy 

(Vgl. Gundelfinger in Hesse^ anal. Geom. d. R., 3. Aufl., S. 453). Wäre nun 
Wy=—2C^ßU^Vß identisch Null, so müssten die Coefficienten C^g dieser 
Form sänmitiich verschwinden, und folglich auch (n—v)w^^ was nicht der 
FaU ist. 

Setzt man nun in der Relation (1.) m^ = u^^'^^\ v^ = t/^'^^\ so ist 

die linke Seite derselben genau durch die (Xy^i -i- Xy^^ te, die rechte Seite 
aber wenigstens durch die 2i^te Potenz von r—c theilbar; folglich ist 

^v—\ * ^K-t-i = ^ ^y^ ^y—i ^y z=L ^y ^y-\-\ 

oder, wenn man 

setzt. 

Die Determinante 2wten Grades w^ zerfallt in das Product der bei- 
den Determinanten nten Grades |ii^^ und jt?J]^|, ist also von r unabhängig; 
da sie ausserdem nicht Null ist, so ist X^ = 0. Ist also unter den (ihrer 
Bedeutung nach nicht negativen) Zahlen \, >l„_i , . . die erste, welche nicht 
verschwindet, X^__^^ so sind €^, €^_j, ... «^_^^==0, dagegen ist b^=X^_^ >0, 
und folglich sind nach (3.) auch die Zahlen «^ ^ . . . «^ positiv. Nach 
Gleichung (2.) ist daher 

Aus der Formel (1.) folgt 



Wy_^ 7Vy Wy_^ W y^ 



lind daraus, wenn man nach v von 1 bis n summirt. 



W 71? /Uj n\ Wg W.'n-i f^n 

Joumal Ar Mathematik Bd. LXXXVI. Heft 1. 
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w w 
Der Quotient "^ — ^— — ist eine ganze Function von r, 

die für r=€? nicht verschwindet. Dieselbe möge irgendwie in zwei Fak- 
toren /ly, q^ zerlegt werden, welche entweder ganze Functionen sind oder 
auch nur in der Umgebung der Stelle r = c den Charakter ganzer Functio- 
nen haben, d. h. nach ganzen positiven Potenzen von r—c entwickelt wer- 
den können. V^ ist eine lineare Function von ii^, . . . «^, welche aus 
W^__^ entsteht, indem man v^=^^ setzt, und daher ebenso wie FF^_, 
durch die 2^te Potenz von r^c theilbar, aber auch für unbestimmte Werthe 
von tt, . . . 11^ durch keine höhere Potenz, weil sie für u=^u^!P in w^ 
Übergeht 

Ist also, nach steigenden Potenzen von r—c entwickelt. 



(6.) ^ = (r-c)^ (X, + X, ir-c) -h X, {r-c)' + • • •) 

Py 



und ebenso 



(7.) -^ = (r-e)^ ( Vi + V, (r-c) -+- Y, (r-c)« 4- • • •), 

9y 



SO wird 



(8.) — ^^-^ = / / (x,4-X,(r-r)H->>0(Yi+y«(^-^)+-)> 

und mithin sind die Coefficienten der — Iten und — 2ten Potenz in dieser 
Entwickelung 

Fy = \ — ^L^l =x,y, +x,Y, _,+-..4-x, y,, 
r — £y_^j =x,y, ,+x,y, o+-+x, .y,. 



-1 T • \-« 



Es sind daher nach Formel (5.) die Coefficienten von (r—c) und (r—c) 

W 

in der Entwickelung von nach aufsteigenden Potenzen von r—c 

w 
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Die Anzahl der linearen Verbindungen X^^X^^... der Yariabeln u^ (und 
ebenso die der linearen Verbindungen Fj , F, . . . der Variabein t?^, welche 
in diesen Ausdrücken vorkommen, ist gleich 

(10.) «1 + ^ H = A. 

Sind €?, c', c . . . die verschiedenen Wurzeln der Gleichung w = 0, 
80 möge die Umformung, welche so eben mit den Formen F und £?, den 

Goefficienten der — Iten und — 2 ten Potenz von r—c in der Partialbruch- 

W 

Zerlegung von vorgenommen worden ist, auch mit den Formen F' 

und C, den Goefficienten der —Iten und —2 ten Potenz von r—c in 
jener Zerlegung ausgeführt werden, ebenso mit F" und G" u. s. w. Dabei 
ist zu bemerken, dass die Umformung der Formen F' und G* von der- 
jenigen der Formen F und G gänzlich unabhängig ist, dass also die Con- 
stanten 11^^^, t/^, deren man sich bei dieser Transformation zu bedienen 
hat, mit den analogen Constanten ti^^, vf^^ in gar keiner Beziehung stehen. 
Da die Wahl aller dieser Constanten nur dadurch beschränkt ist, dass sie 
gewissen Gleichungen nicht genügen sollen, so kann man ihnen zwar, wie 
es in den bisherigen Darstellungen geschehen ist, auch solche Werthe bei- 
legen, dass in allen diesen Umformungen ein und dasselbe Constanten- 
system angewendet werden kann (Wi., S. 321—324, Darboux, p. 378— 381); 
indessen ist es für die Folgerungen, die wir im Auge haben, von Wichtig- 
keit, dass jedes einzelne dieser Constantensysteme keinen überflüssigen 
Beschränkungen unterworfen wird. 

Entwickelt man die Partialbruchzerlegung 

W F G 



w r — c (r— c)* 

r G 



• • • 



r— «' (r—c') 



r\% 



• • • 



nach absteigenden Potenzen von r, so erhält man 

.... W_ F + F'-h"' . (cF+ G) -\- (c'F'+ C) + 



• • • 



w r 

4* 
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Setzt man in den Coefficienten von — und -j die Ausdrucke (9.) ein, so 

erscheinen dieselben durch 

(12.) A -h A' -h • • • = it 
lineare Verbindungen JT^, J^, . . . JT^ von 11^,11, .. . u^ und ebenso viele 
Verbindungen Y^^ Y^^ . . . Y^ von t?j, t?,, . . . t?„ ausgedrückt. 

Von nun ai woUen w unter X, diejenige lineare Function von 
•Tj, . . . ar^ verstehen, welche aus dem bisherigen X^ hervorgeht, indem 
man 



«« = 



bA 



setzt, und unter Y^ diejenige lineare Function von y^, -^-yn^ welche aus 
dem bisherigen Y^ durch die Substitution 

9^ 



« 9ar. 



entsteht. Durch diese Substitution wird 



9^ 



IF = 



'11 



. • 



'ftt 



* • • c 



BA 



9y, 



... 



«in 


9ari 


. 


• 
8^ 


«fin 


8*„ 


8^ 






öy» 



, 1*1^ = 



BA 



'11 



'in 



8*, 



•»;• ! <> :. .' .' •• 



! i"» 



8^ 



'nl 



'nn 



Bx. 



M 
9y. 



n 



8^ 

9y« 







oder, wenn man in dem letzten Ausdruck die ersten n Zeilen, der Reihe 
nach mit x^, . . . x^ multiplicirt, von der letzten subtrahirt und dann die 
ersten n Colonnen, der Reihe nach mit y^, . . . y^ multiplicirt, von der 
letzten subtrahirt. 



r*W = 



ra^ — bn 


• • • »"Ol» *in 


8^ 
^Bx, 




»•flu— *u 


• • • »"«in *in 


8B 

8ar, 


»•Oni *ni 


... . • 

• • • '•«nn— *nn 


• 

8^ 
"Bx^ 
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ra„ *„ 


... . . 

• • • »"0«.— *nn 
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8B 

9*„ 


BB 

9yi 


BB 
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BB 
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BB 
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rA B 
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also 

— r* — = rA 4- B H 1 — ö -h • • • , 

w r r* 

W AB D E 

w T r* r^ r' 

(Wi?., S. 315; Kronecker ^ Berl. Mon. 1874, März), Vergleicht man diese 
Entwickelung mit (11.), so erhält man 

(13.) A= F + F +... =:^( Xiy,+x,y,_,-f-... + x,yi), 

(14.) B = (cF-^G)Mc^r^G)^... = :,i'^Y^^ 

\ -i- Ai y,_i H h A,_j Yi / 

Daraas ergiebt sich zunächst der Satz, dass die n linearen Yerbindnngen 
Xj, X^, . . . der Variabein x^^ . . . x^ und ebenso die n Verbindungen 
Fj , F, , . . . der Variabein ^i , • . . y„ unter einander unabhängig sind. 
Denn wenn z. B. JT^, J[^, . . . nicht unabhängig wären, so würde die 
Form A durch n nicht unabhängige, also durch weniger als n unabhängige 
Variabein ausdrückbar sein, während nach der Annahme die Determinante 
-von A von Null verschieden sein soll. 

Es ist damit bewiesen, dass durch die Einföhrung der neuen 2n 
unabhängigen Variabein JT^, F^ an Stelle der a?^, y^ die Formenschaar 
C = rA—B in eine andere 

(15.) Ä==rP-o=-^(r-£r)(x,y,+x,y,_,4-...4-x,y,)-(x,y,_,-+....+x,_,y,)^ 

übergeführt wird, welche die Reducirte der gegebenen Formenschaar heisst. 



§.2. 

Die Aequivalenz von Schaaren bilinearer Formen. 

Wenn die Schaar von bilinearen Formen 

C = 2c^(i a:„yß = 2 (ra^ß— b„ß) 

durch die Substitutionen 

(1.) ar„ =5 2x„yX^^ y^ = ^y^^ y^, 

deren Determinanten von NuU verschieden und deren CoefBcienten von r 
unabhängig sind, in die Schaar 



30 Stickelberger^ über Sckaaren txm Inlinearen und quadratischen Formen. 

übergeht, so wollen wir die beiden Schaaren C und R äquivalent 
nennen. Alsdann ist 



also jeder Theiler von der Determinante der einen Formenschaar auch ein 
Theiler von der Determinante der andern. Femer lässt sich jede vte 
Unterdeterminante von | r„ß | als eine lineare homogene Function der sämmt- 
lichen v ten Unterdeterminanten von | c^ß \ darstellen, und daher ist ein ge- 
meinschaftlicher Theiler der letzteren auch ein Theiler der ersteren. Da aber 
umgekehrt R durch die inversen Substitutionen von (1.) iß Ct übergeht, 
so gilt auch das Umgekehrte, und folglich stimmt der grösste gemeinschaft- 
liche Theiler aller vten Unterdeterminanten von \r„ß\ mit dem aller vten 
Unterdeterminanten von \c„ß\ überein (Ws., S. 313). Ist also r—c ein 
2-facher Lineartheiler der Determinante \c„ß\ und ein /,.-£Etcher des grössten 
gemeinsamen Theilers aller vten Unterdeterminanten derselben, so bleiben 
bei jeder Transformation der Formenschaar C die Wurzeln €?, c\ . . . der 
Gleichung |^a/>| = und für jede dieser Wurzeln die Zahlen /, Zj, Z,, . . . 
unverändert (ßykester^ Phil, mag., Feb. 1851, S. 121). 

Nun ist im Vorigen bewiesen worden, dass die Schaar bilinearer 
Formen C durch lineare Substitutionen von der Gestalt (1.) in die For- 
menschaar 

Ä = :sj(r-r)(x,Y. + ...-+.x,yo-(A,y._, + ... + x,.,yoj 

verwandelt werden kann. Der Exponent der Potenz von r— €?, welche die 
Determinante dieser reducirten Form theilt, ist gleich >l = «i-*-«,+ •••-*-«^. 

Wir behaupten femer, dass der Exponent der höchsten Potenz von r—c^ 
durch welche ihre v ten Unterdeterminanten sämmüich theilbar sind, gleich 
X^ = «y^i •+-••• 4- «„ ist. Um dieses einzusehen, setze man 

Ä = Ä + T, 

wo 

Ä=(r-r)(x,y,+...+x,,yO-(x,y,,..,+.-.4-x^_,yO, 

«-f* • • • • 

■+- (r—c') (Xji^i yjL+,' + • • • + Xi^,f Yi^i) — (XjL+i yjL+j'-i-*- • • • + X;t+f'-i Xi+O 

mX- • • . • 
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ist. Wir nehmen an, der zu begründende Satz sei für die Form T^ die in 
ganz ähnlicher Weise wie R zusammengesetzt ist, bereits bewiesen, es sei 
also der Exponent der Potenz von r—c^ durch welche ihre vten Unter- 
determinanten sämmtlich theilbar sind, gleich «^^^ 4- ••••+- «^. Die Deter- 
minante von Ä ist ± (r-^)**; von ihren ersten Unterdeterminanten ist eine 
gleich ± 1, nämlich die Determinante der Form von «j— i Variabelnpaaren 

welche man aus S erhält, indem man X^^ = F^ = setzt, und ebenso ist 
unter den höheren Unterdeterminanten von S stets eine gleich 1. Da die 
Formen S und T keine Variabeln gemeinsam haben, so ist, wie leicht zu 
sehen, jede von verschiedene vte Unterdeterminante von R das Product 
einer (rten Unterdeterminante von S mit einer rten Unterdeterminante von 
7, wo fS'\'% = v ist; daher findet man den Exponenten derjenigen Potenz 
von r— c, durch welche alle vten Unterdeterminanten von R theilbar sind, 
folgehdermassen : man zerlegt die Zahl v auf alle möglichen Arten in zwei 
Summanden (r + r, von denen (r^«i und %^n—€^ ist; sind dann alle (rten 
Unterdeterminanten von S durch die ate, und alle rten Unterdeterminanten 
von T durch die /Jte Potenz von r—c theilbar, so ist die kleinste den ver- 
schiedenen Zerlegungen von v entsprechende Summe a-^ß gleich dem ge- 
suchten Exponenten. Nach den obigen Auseinandersetzungen ist derselbe 
demnach gleich der kleinsten der Zahlen 



«1 


+ (e.M-» 


+ 


e,^+ • 


• • ■+- 


«/.), 




(«v+l 


+ 


«.'+« + • ' 


1 • -X^ 


«»), 






4- 


. • • 




• 



also wegen der Ungleichheiten (3.) §. 1 gleich der zweiten derselben, 
d. h. gleich X^. (Vgl. Ws., §. 4). 

Da nun der grösste gemeinschaftliche Divisor der vten Unterdeter- 
minanten einer Schaar C, wie oben auseinandergesetzt, mit demjenigen 
der vten Unterdeterminanten einer äquivalenten Schaar übereinstimmt, so 
ergeben sich aus dem so eben bewiesenen Satze als Hauptresultat unserer 
ganzen Untersuchung die Gleichungen 
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and folglich, wenn man 

ey = /y_j ly 

setzt, die Gleichungen 

Aus den Formeln (3.) und (4.) §. 1 ergiebt sich daher*) 

(4.) «i ^ «s • • • ^ ^3f =>0, ^^^1 = «;f+2= •.. = <?„ = 0, 

(5.) />ii >/«•••>/«., =>0, /, = /,^,= ... = /^ = 0. 

Zufolge der Gleichung (15.) §. 1 ist die reducirte Form nur von 
den Wurzeln c, c\ c" . . . der Gleichung w = und den zu jeder einzel- 
nen Wurzel gehörigen Zahlen l^l^^l^. . . abhängig. Zwei Formenschaaren, 
fiir welche diese Invarianten übereinstimmen, können daher in dieselbe 
reducirte Form und folglich auch in einander transformirt werden. Damit 
also zwei Formenschaaren von nicht verschwindenden Deter- 
minanten äquivalent seien, ist nicht nur nothwendig, sondern 
auch hinreichend, dass für v= 0, 1, . . . (w— 1) der grösste ge- 
meinschaftliche Divisor der vten Unterdeterminanten der 
einen demjenigen der vten Unterdeterminanten der andern 
gleich sei. (Wi., S. 314). Mit andern Worten: Das im Eingang 
dieses Paragraphen aufgestellte System von Invarianten der Formen- 
schaar C ist ein vollständiges. Man kann dasselbe auch durch die Aus- 
drücke 

ersetzen, welche Herr Weierstrass die Elementartheüer der Determinante n> 
genannt hat 

Durch Vergleichung der Definition der Zahlen l^ mit der wesent- 
lieh davon abweichenden Definition der Zahlen X^ ergeben sich femer die 
folgenden Sätze. 



*) Die Ungleichheiten (5.) hat Herr Weieratrctsa aas der Bemerkung hergeleitet, 
dass die Ableitung einer Determinante eine lineare Verbindung ihrer ersten ünterdetermi- 
nanten ist; indessen lässt sich unsere Deduction der Formeln (5.) aus den Formeln (4.) 
auch auf den Fall übertragen, wo die CoefiBcienten von C nicht ganze Functionen ersten 
Grades, sondern ganze Zahlen sind. 
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I. Ist die Determinante w der Schaar büinearer Formen C= rA — B 
nicht identisch Null, und bestimmt man in den Determinanten 
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die Constanten u^^\ r[J^ (« = 1, . . . n) so, dass w^ durch keine höhere Potenz 
des Linearfactors r—c der Determinante n> theilbar ist als alle Coefficienten 
der büinearen Form W, alsdann die Constanten uf^\ t/f^ soj dass w^ durch 
keine höhere Potenz von r—c theilbar ist als alle Coeßicienten von W^ u. s. w.j 
so ist w^ durch keine höhere Potenz von r — c theilbar als sämmäicJie vten 
Unterdeterminanten von w. 

Oder anders aasgedrückt: 

Bestimmt man die ^n Constanten i^^\ tf^ sOj dass die Determinante 
w^ den Linearfactor r — c der Determinante w in einem möglichst niedrigen 
Grade enthält, alsdann die 2n Constanten u^^\ rf^^ sOj dass w^ diesen Factor 
in dem niedrigsten Grade enthält^ welcher nach der Wahl von v!^\ vf^^ noch 
möglich ist w. s. w., so enthält w^ den Factor r — c in dem niedrigsten Grade, 
welcher überhaupt durch irgend eine Wahl der 2np in w^ eingehenden Con- 
stanten erreicht werden kann. 

Berücksichtigt man gleichzeitig alle Wurzeln der Gleichung ^ = 0, 
so erhält man weiter den Satz: 

n. Bestimmt man die Constanten u^^\ tf^ so, dass . w und w^ keinen 
grösseren Theiler gemeinsam haben als alle Coejfficienten von W^ alsdann 
u^^\ t/^^ sOj dass w und n>^ keinen grösseren Theiler gemeinsam haben als 
alle Coefficienten von W^ u. s. w., so stimmt der grösste gemeinsc/uißliche 
Divisor von w und w^ mit dem aller vten Unterdeterminanten von w überein. 
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Ferner folgt aus dem Satze I. und den Gleichungen (5.): 
in. Wählt man in irgend einer Weise die Constanten ^^\ tf^^ 
(a = 1, • . . it; ^ = 1, . . . v) so, dass jede der v Determinanten w durch keine 
höhere Potenz des Linearfactors r — c von w theilbar ist als aUe qten Unter- 
determinanten von w, so kann man die 2n Constanten i^ü'^^K t^fT*^'^ immer 
noch so wähieih dass auch w^^^ durch keine höhere Potenz von r — c theilbar 
ist als alle (v + l)ten Unterdeterminanten von n>. 

Die Bedingungen, denen die 2«' Constanten u^^\ v^Jf^ (0,^ = 1,...«) 

zu genügen haben, bestehen darin, dass 1) w^ genau durch (r—c)^^ 2) n>^ 
genau durch (r—ci^, . . . n) w,, genau durch {r—cf^ theilbar wird. Die 
2 n Grössen u^^^ v^^ haben also n Bedingungen zu genügen ; sie sind näm- 
lich so zu bestimmen, dass die Bedingung 1) erföUt ist und die Bedin- 
gungen 2), 3) ... 97) noch erfüllbar sind. Ebenso haben die Grössen 
^«^9 ^a » — 1 Bedingungen zu genügen u. s. w. Die oben entwickelten 
Sätze sagen nun aus, dass sich die erwähnten w-h(w— 1)h +1 Be- 
dingungen auf n reduciren; denn ihnen zufolge ist nur nothwendig, die 
Grössen ii^j^, ^^ der Bedingung 1) gemäss zu wählen, da alsdann die Be- 
dingungen 2), 3) ... n) stets noch erfüllbar sind, u. s. w. 

§. 3. 

Transformation des Parameters einer Formenschaar. 

In §. 1 haben wir, um die Formenschaar C=rA — B von nicht 
verschwindender Determinante auf die Normalform zu reduciren, die An- 
nahme gemacht, dass für A eine Form der Schaar gewählt sei, deren 
Determinante von Null verschieden ist. Da diese Voraussetzung für gewisse 
specielle Untersuchungen lästig ist, so wollen wir nachwcjjusen , dass jene 
Entwickelungen unter geringen Modificationen auch ohne diese Voraus- 
setzung gültig bleiben. Wir werden nämlich den folgenden Satz ableiten: 

rV. Ist die Determinante ad — /Jy = « von Null verschieden, ist 

(l.) A^aA-^-ßB', B = rA''hdB\ 

(3.) r^ _ B = (d- ßr) {rA'—B'), 
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sind c und c zwei correspondirende endliche "Werike von r und r', för 

wdche die Determinanten w und n>' von rA—B und r'A' — B' verschvjmden, 
also 

y + Sc' , — y+«g 

ist femer 
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und sind in den Entwickelungen von - 

Potenzen von r—c und r—c die Coeffidenten der — Iten und —2ten Po- 
tenzen gleich F, G und F\ G\ so ist 



(5.) 



cF-^ G=:rF' -hd ic'F' -^ G'). 



Aus der Gleichung (3.) folgt, dass die reciproke Form von rA—B 
gleich ist (d— /Jr)~^mal der reciproken Form von r'A'—B' oder 
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In der Detenmnante, welche den Zähler der rechten Seite dieser Formel 
bildet, setze man 
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und addire dann die ^te Zeile (^=1, . . . n), mit ßx multiplicirt, zor letzten; 
dann erhält man 
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und addirt die <rte Colonne, mit ßy mnltiplicirt, zur letzten, so erhält man 
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Da 



(6.) (a + ßr") {d — ßr) = s 



ist, so erhält man schliesslich die Formel 

.„ W_ ßA+ß{a+ßr')A c' W 

^' w~ d — ßr {d—ßrf »/■ 

Da c und c als endlich vorausgesetzt sind, so müssen nach Formel (4.) 
d—ßc und tt+ßc von Null verschieden sein. Ist nun, nach aufsteigenden 
Potenzen von r'—c entwickelt, 

_Wl_ W G' F' 

und setzt man in dieser Formel 
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SO ergiebt sich 

/«^ __5!_E!- , H' (d-ßcf G\d-ßcY , €FXd-ße) . 

^^'^ (d-/»r)» w' ""*■*" sir-eY "*" (d—/»r)(r— £?)«"*" (d-|ft-)«(r-r) "*■***' 

Entwickelt man auf der rechten Seite dieser Gleichang jedes einzelne 
Glied nach aufsteigenden Potenzen von ?•—£?, so kommen die — Ite und 
— 2te Potenz nur in den Entwickelungen der letzten beiden hingeschriebenen 
Glieder vor. Ist daher, in derselben Weise entwickelt, 

W G F 



so ist nach den Formeln (7.) und (8.) 

F=:ßG'i'-r^ — F'. 

Mit Hülfe der Relationen 

{a-^ßc')(d—ßc)=€, 

(a-hße')c =y-hdc' 

kann man diese Gleichungen auf die Form (5.) bringen. 



§.4. 

Erläuterung des Satzes I. durch ein Beispiel. 

Um die Bedeutung der im §. 2 entwickelten Sätze in ein helleres 
Licht zu setzen, wollen wir nun über die Constanten u^^\ tf^^ eine beson- 
ders einfache Verfügung treffen, nämlich von den n Grössen einer Reihe 
eine gleich Eins und die übrigen «— 1 gleich Null wählen. Der Bequem- 
lichkeit der Darstellung halber wollen wir aber die speciellen Sätze, zu 
denen man so gelangt, selbstständig ableiten. 

Es sei C=r^— -ß.einc Schaar bilinearer Formen, deren Deter- 
minante n> nicht identisch verschwindet, r—c ein A-facher Lineartheiler 
der Determinante w und ein Ai-facher Lineartheiler ihrer sämmtlichen 
ersten Unterdeterminanten; sei w^ eine solche erste Unterdeterminante 
von w, welche durch keine höhere Potenz von r—c als die Jlite theilbar 
ist; sei r—c ein A,-facher Lineartheiler der sämmtlichen ersten Unter- 
detenninanten von w^ , und w eine solche erste, Unterdeterminante von w^ , 
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welche durch keine höhere Potenz von r—c als die ^te theilbar ist; sei 
r—c ein il^-facher Lineartheiler der sämmtlichen ersten Unterdeterminanten 
von w^, und w^ eine erste Unterdetenninante von w^^ welche durch keine 
höhere Potenz von r—c als die il^te theilbar ist, u. s. w. Ist 
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Dann ist 

(1.) ir^_, Wy = ir^ 7t;^_, - 17^ f^^. 

Diese Relation gilt für v = 1, . . . n—\ und bleibt auch för v = n richtig, 
wenn man ^^ = 1 setzt. Ist n^^ nicht Null, so können auch die ersten 
Unterdeterminanten von w^ nicht alle verschwinden, und folglich ist auch 
w^^^ von Null verschieden. Mithin sind w, wj^, . . . w^ sämmtlich nicht 
Null. Aus der Formel (1.) ergeben sich nun genau wie in §. 1 die Un- 
gleichheiten (3.) und (4.) §. 1, sodann die Umgestaltung der Formenschaar in 
die reducirte Form (15.), endlich daraus durch- die Betrachtungen des §. 2 
die Gleichungen (2.) §. 2. Es ergiebt sich demnach der Satz: 

V. Ist die Determinante w der Schaar büinearer Formen 

f^=-(^^aß-Kß)^aifß 

nicht identisch Null, ist r — c ein Factor von w?, n>^ eine erste Unierdetermi- 
nante von w?, welcf^ diesen Factor in keiner hohem Potenz enthält als irgend 
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eine andere ■ erste Unterdeterminante von w^ femer w^ eine erste Unterdetermi- 
nante van w^^ welche den Factor r — c in keiner höheren Potenz enthält als 
irgend eine andere erste Unterdeterminante von w^ , u. s. w. , w^ eine erste 
Unterdeterminante von n>^_^^ welche r—c in keiner hohem Potenz enthält als 
irgend eine andere erste Unterdeterminante von n>^_^^ so enOuilt w^ jenen 
Factor in keiner hbhem Potenz als irgend eine andere vte Unterdeterminante 
von ?»*). 

§. 5. 
Symmetrische Wahl der Constanten ?/^\ v^^. 

* 

Für die Reduction gewisser Schaaren von bilinearen Formen ist 
es nothwendig, die in §. 1 eingeführten Constanten u^^^^ vf^p noch weiteren 
Beschränknngen zu unterwerfen, als dort geschehen ist. Die gewöhnlichste 
Beschränkung dieser Art besteht darin, dass allgemein u^l^^=^vf^^ sein soll; 
und wir werden nun zeigen, dass man, wenn für einen bestimmten Werth 
von V diese Gleichungen mit den bisher aufgestellten Ungleichheiten nicht 
verträglich sind, bei dem Werthe v 4- 1 die Symmetrie dadurch wieder 
herstellen kann, dass man «1*"^^^ = »1"^ t^l""*"'^ = «iT^ setzt. 

Die Grössen u^^\ r^"^ sind so zu wählen, dass die bilineare Form 
U = 2A^ßU^Vß^ welche den Coefficienten des Anfangsgliedes in der Ent- 
wickelung von Wy^i nach aufsteigenden Potenzen von r—c bildet, för 
M =iii*'^, v„=v^'^^ nicht verschwindet. Nun ist H für u„ = v„ nur dann 
identisch Null, wenn ä„„=0, h^.= —hß^^ d. h. wenn /feine alternirende 
Form ist. 

Demzufolge kann man z. B. stets u^^^ = ^i*^^ («, v = 1, . . . n) wählen, 
wenn die gegebene bilineare Form C eine symmetrische ist. Denn 



*) Der oben bewiesene Satz zeigt, dass die vorläufige Umgestaltung, welche 
Herr Weierstrass (I. c. S. 321.) mit der Formenschaar S(f — xjj vornimmt, ehe er sie auf die 
Normalform reduoirt, durch eine blosse Vertanschung der Variabein ersetzt werden kann. 
Dabei muss man freilich für jede einzelne Wurzel eine besondere Anordnung zu Grunde 
legen, und femer geht der Vortheil verloren, dass die Transformation in die reducirte Form 
aach für Schaaren von quadratischen Formen ohne Weiteres anwendbar bleibt. 
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dann ist zunächst auch W symmetrisch, mithin auch das AnfangsgUed H 
von FJT, und demnach kann man ti^^ = v^^^ seteen. Dann ist aber aach W^ 
symmetrisch, und folglich kann man wieder ii^^ = r^^ setzen, u. s. w. Die 
Substitutionen, durch welche die Schaar C in die Schaar (15.) §. 1 Über- 
geht, sind alsdann congruent, vorausgesetzt, dass man in der Formel (8.) §. 1 

wählt. Setzt man dann in der Gleichung (15.) §. 1 y„=J?„, so wird auch 
F^ = -X^, und man erhält so die Reduction der Schaaren quadratischer 
Formen auf die Normalform (Vgl. Ws., S. 332). 

Wir setzen nun, um zum allgemeinen Falle zurückzukehren, vor- 
aus, dass für einen bestimmten Werth von v der Coeflficient H des An- 
fangsgliedes von W^^^i eine altemirende Form ist. Die Abhängigkeit dieser 
Form von den Variabein ii^, v^ wollen wir symbolisch dadurch andeuten, 
dass wir H(u, v) far U schreiben. Die bilineare Form 

geht för u^ = u^^^ in die lineare Form F^, fiir t?^ = r^J'- in die lineare Form 

U^, und für ^„ = «1"^ K^^a^ ^^ '^^v ober. Daher ist 

(7^ = ff (i£, i?W) (r-r)'''H----, 

und folglich ist (vgl. die folgende Abh. des Herrn Frobenius, §. 4) 

( 1 .) w;^_, W^=w, W^_^-ÜJ^^= \ /y(w('' V''))ff(w,v)-ff(tiM t;)Ä(i/,i;(''))! (^_^)«/v+... . 

Der Exponent der Potenz von {r—c\ durch welche 7v^_^W^ theilbar ist, 
ist daher genau gleich 2Z^ oder grösser, je nachdem 

für alle Werthe von m^, t?^, . . . ii^, v^ verschwindet oder nicht. Ist nun 
U eine alternirende Form, so kann dieser Ausdruck nicht identisch ver- 
schwinden, weil er sich für ti^ = i/^^, v^ = u^^ auf — {Uit^*'\ r^*'^))* reducirt, 
welches zufolge der Annahme über w^ nicht verschwindet. Nun ist aber 
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w^_^W^ genau durch die (^,, j + C+i)*^ Potenz von r—c theilbar. Wir 
schliessen daraus, dass, falls H altemirend ist, 

sein muss. Die 2n Grössen tl^'^^\ r^j"*"*^ sind nun so zu wählen, dass W^ 
für «„ = «1"'*'*^ ^«==^1*^^^^ genau durch die /^^^te Potenz von r—c theilbar ist; 
dies ist aber nach den obigen Auseinanderseteungen der Fall, wenn man 

uip^^> = t?W v^^^'^ = tti;') wählt. 

Ehe wir zu Anwendungen der gewonnenen Resultate übergehen, 
wollen wir rasch die eigentliche Quelle der Formel (2.) aufweisen. Aus 
der Gleichung (1.) (wo jetzt H nicht altemirend zu sein braucht) folgt, 
dass «^> e^^^ ist, wenn die Gleichung 

(3.) H (i|W, i;(''))fl(fi, v) — U{n^''\ v) H(u, »(•')) = 

stattfindet, dagegen e^-=e^^^, wenn sie nicht stattfindet. Diese Gleichung 
sagt aber aus, dass die bilineare Form H(u^ v) in das Product einer 
linearen Form der Grössen Wj , . . . m^ und einer linearen Form der Grössen 
t?, , . . . t?^ zerfällt. Wenn umgekehrt die bilineare Form H in das Product 
zweier Linearformen zerMt: 

wo L (ii) symbolisch eine lineare Function von iij , . . . w^, und M(v) eine 
solche von v^, . . . v^ bezeichnet, so ist 

Aus diesen Gleichungen (oder kürzer daraus, dass die linke Seite von (3.) 
eine lineare Verbindung der Unterdeterminanten zweiten Grades von H ist) 
ergiebt sich wieder die Relation (3.), und wir können daher den Satz aus- 
sprechen: 

VI. Wenn die Constanten M^f \ t?^^' (^ = 1, . . . v 4- 1) so gewählt 
sindj dass die y+1 Determinanten w durch möglichst niedrige Potenzen von 
T — c theilbar sindj und wenn die Exponenten der Potenzen von r—c^ durch 
welche w^ ^^ w^, w^^^ theilbar sind, init ly_i, ly^^ — e^, l^^^—e^—e^^^ be- 
zeichnet werden j so ist e^ > e^_^^ oder e^ = e^_^. , je nachdem die bilineare 

Jonrnal fllr Mathematik Bd. LXXXVI. Heft 1. 
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Form, welche den Coeßicienten des Anfangsgliedes in der Entwickelung von 
^y-i ^^^^ aufsteigenden Potenzen von r—c bildetj in das Prodtict zweier 
Linearformen zerfällt oder nicht 

Ein Corollar dieses Satzes ist das oben erhaltene Resultat. Denn 
wenn die Form U eine altemirende ist, so kann sie, da sie nicht identisch 
verschwindet, nicht das Product zweier Linearformen sein. 

Uebrigens ist der Satz VI nur ein specieller Fall des folgenden all- 
gemeineren Theorems, das wir hier nicht beweisen wollen, da wir von 
demselben keinen Gebrauch zu machen haben (vgl. die folgende Abhand- 
lung des Herrn Frobenius §. 3): 

VII. Wenn die Constanten u^^\ v^^^ (^ = 1, . . . v— 1) so gewählt sind, 
dass die Determinanten w durch möglichst niedrige Potenzen von r — c theU- 
bar sind, wenn femer der Exponent derjenigen Potenz von r — Cj durch welche 
w iheübar ist, mit l bezeichnet und l ^ — / =e gesetzt wirdt, und wenn dann 
der Rang der bilinearen Form H, welche den Coefficienten des Anfangs- 
gliedes in der Entwickelung von IV^^ nach aufsteigenden Potenzen von r — c 
bildet, gleich x ist, so ist 

In der Formenschaar rA—B^ deren Determinante nicht identisch 
verschwindet, sei B eine altemirende Form von verschwindender Deter- 
minante, A eine symmetrische Form. Dann ist €?=0 eine Wurzel der 
Gleichung w = 0. Derselben mögen die Elementartheiler /* , /',... ent- 
sprechen. In der Determinante w^^ seien die Constanten u^^\ v^J^^ 
(^ = 1, . . . y— 1) so gewählt, wie es oben auseinandergesetzt ist, also ent- 
weder u^f-=v^f oder u^Jf^ = v^^^'\ v^f = u^^^'^ («=1, .../i). Dann geht 
die Determinante n>^_^^ wenn man r durch — r ersetzt, in sich selbst über, 
multiplicirt mit (— 1)^"*"^^ wie man durch Umstellung der Zeilen und Go- 

lonnen erkennt. Auf dieselbe Weise findet man, dass die Form 



r—l 



^r^i 



wenn man r mit — r und u^ mit v^ (a=l, ...n) vertauscht, nur das 
Zeichen wechselt. Fängt die Entwickelung dieser Form nach aufsteigenden 
Potenzen von r mit Hr'^" an, so ist daher H eine synmietrische oder 
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alternirende Form, je nachdem e^ angerade oder gerade ist. Da sich diese 
Form H von der oben mit demselben Buchstaben bezeichneten nur durch 
einen constanten Factor unterscheidet, so erkennt man, dass, falls H alter- 
nirend, also e^ gerade ist, e^ = e^^^ sein muss. Die iur r = verschwin- 
denden Elementartheiler, welche einen geraden Exponenten haben, müssen 
also immer paarweise auftreten. 

Ist A'\-B=^A\ A—B=^B\ so ist B' die conjugirte Form von 
A' (entsteht aus A' durch Vertauschung von x^ mit yj. In der Deter- 
minante der Formenschaar r'A'—B' müssen also die fiir r'=l verschwin- 
denden Elementartheiler paaren Grades immer doppelt vorhanden sein. 

In ganz ännlicher Weise (indem man nämlich für A eine alter- 
nirende und für B eine symmetrische Form nimmt) erkennt man, dass in 
der Formenschaar rA'^B' mit conjugirten Grundformen die für r' =— 1 
verschwindenden Elementartheiler unpaaren Grades immer doppelt auftreten 
müssen. Damit ist wenigstens für Schaaren mit nicht identisch verschwin- 
dender Determinante ein neuer Beweis für den Säte des Herrn Kronecker. 
(Berl. Monatsber. 1874, April, § 3, IV) gewonnen: 

Sind A und B conjugirte bilineare Formen, so sind in der Deter- 
minante der Schaar rA—B die för r = 1 verschwindenden Elementartheiler 
mit geradem und die för r = — 1 verschwindenden Elementartheiler mit un- 
geradem Exponenten immer paarweise vorhanden. 

Zum Schlüsse erwähnen wir noch, dass sich auch der folgende 
Säte, welchen Herr Frobenius dieses Journal Bd. 84, S. 41 abgeleitet 
hat, mit Hülfe der oben entwickelten Principien leicht beweisen lässt: 

Sind p^ß und y - (a,/?= 1, . . . ») die Coefficienten zweier linearen 
Substitutionenj welche beide eine bestimmte quadratische [alternirende bilineare] 
Form von nicht verschwindender Determinante in die nämliche zweite Form 
iransformiren, so sind die Elementartheiler der Determinante \^p„ß—9aß\^ welche 
Jilr den Werth r = + 1 oder r = — 1 verschwinden und einen geraden [unge- 
raden] Exponenten haben, stets paarweise vorhanden. 

Zürich, im Februar 1878. 
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lieber die schiefe Invapiante einer bilinearen oder qua- 
dratischen Form. 

(Von Herrn G. Frobentus in Zürich.) 



Ziwei bilineare Formen A=2a^^x^y^ und B = SbaßXaSfß heissen 
congruerU, wenn A durch cogrediente lineare Substitutionen von nicht ver- 
schwindender Determinante in B transformirt werden kann. Da die näm- 
lichen Substitutionen auch die Form A'^Sa^^x^y^^ welche die canjugirte 
Form von A genannt wird, in die conjugirte Form B' von B überföhren, 
so verwandeln sie auch die Schaar bilinearer Formen rA~A ' in die Schaar 
rB—B* (Kronecker, d. J. Bd. 68, S. 276). Bezeichnet man also die Sub- 
stitutionsdeterminante mit p und allgemein die Determinante einer biline- 
aren Form G mit |G|, so ist 

(1.) \rB—B'\^\rA—A'\p\ 

Wenn die Determinante der Schaar rA—A identisch (fiir jeden Werfh 
des Parameters r) Null ist, so ergiebt sich hieraus kein bestinmiter Werfh 
von p. Verschwindet sie aber nicht, so folgt daraus die Gleichung 

(2.) p^^\rB—B'\:\rA-A\. 

Folglich muss die rechte Seite dieser Formel von r unabhängig sein, und 
für alle die unzählig vielen Substitutionen, welche A in B transformiren, 
muss das Quadrat der Determinante den nämlichen Werth haben. Nun 
sind zwei Fälle möglich: Die Determinante /i kann für alle jene Substi- 
tutionen entweder einen und denselben Werth haben, oder bald den einen, 
bald den andern von zwei entgegengesetzten Werthen. Ich stelle mir da- 
her hier die Aufgabe, zu entscheiden, wann der erste und wann der zweite 
dieser beiden Fälle eintritt, und femer im ersten Falle das Vorzeichen 
des Transformationsmoduls p zu ermitteln, ohne eine Substitution au&u- 
suchen, die A in B verwandelt. 
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Ebenso wie bei zwei congrnenten bilinearen Formen, kann man 
anch bei zwei äquivalenten Schaaren quadratischer Formen nach dem 
Werthe der Substitutionsdeterminante fragen. Denn wird eine solche 
Formenschaar rA-B=^2(ra„^-b„^ x^x^, wo a^ß^a^^ und 6„^ = ä^„ ist, 
durch eine lineare Substitution in eine andere transformirt, so gilt auch 
hier der Säte, dass die Determinante der transformirten Schaar gleich der- 
jenigen der ursprünglichen Schaar ist, multiplicirt mit dem Quadrate der 
Substitutionsdeterminante. Die Beantwortung dieser Frage erfordert ganz 
andere Hülfsmittel, wie die der oben aufgeworfenen. Während sich die 
Lösung der ersten Aufgabe im Wesentlichen auf den Satz stützt, dass eine 
schiefe Determinante von paarem Grade das Quadrat einer ganzen ratio- 
nalen Function ihrer Elemente ist, beruht die Lösung der zweiten, die 
weit tiefer liegt, auf der Duplication einer gewissen in lineare Factoren 
zerlegbaren Form «ten Grades von n Variabein, welche eine Contravariante 
der Schaar quadratischer Formen ist. 

Ich citire im Folgenden die Abhandlung des Herrn Kronecker „ lieber 
die congruenten Transformationen der bilinearen Formen^, Berl. Mon. 1874, 
April, mit Kr,, die vorangehende Abhandlung des Herrn Stickelberger „ Ueber 
Schaaren von bilinearen und quadratischen Formen^ mit St. und meine Ab- 
handlung y, Ueber lineare Substitutionen und bilineare Formen^, d. J. 84, 
mit jFV-. 



§.1. 

Die Determinante der Transformation einer Form in sich selbst. 

Alle Substitutionen, welche eine bilineare Form A mit cogredienten 
Yariabehi in eine andere B überföhren, werden erhalten, indem man mit 
einer derselben alle Substitutionen zusammensetzt, welche A in sich selbst 
transformiren. Die Moduhi aller Transformationen von ^ in ^ haben 
daher einen und denselben oder zwei entgegengesetzte Werthe, je nach- 
dem alle Substitutionen, welche A in sich selbst verwandeln, die Deter- 
minante + 1 haben (eigentliche sind) oder zum TheU die Determinante — 1 
haben (uneigentliche sind). 
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Wird eine bilineare Form durch eine gewisse Substitution in sich 
selbst transformirt, so wird jede congruente Form durch eine ähnliche 
Substitution in sich selbst verwandelt (Fr. §. 9, II.). Da nun ähnliche 
Substitutionen gleiche Determinanten haben, so kann man bei der Er- 
mittelung der Determinante der Substitutionen, welche eine Form in sich 
selbst überfuhren, die gegebene Form durch irgend eine congruente er- 
setzen. 

1) Wenn die Determinante der Schaar rA—A' identisch ver- 
schwindet, so ist A einer zerlegbaren (jFV., §. 5) Form A^-^A^ congruent, 
wo 

ist und A^ nur die Variabein x^^y^ (v = »i4-l, . . . n) enthält, und wo m 
eine ungerade Zahl ist {Kr., §. 3, IV, 1). Letztere Form geht nun in sich 
selbst über, wenn man 

der Reihe nach durch 

ersetzt (und auf yj^y,, . . . y„ die cogrediente Substitution anwendet). Der 
Modul dieser Transformation ist, weil m ungerade ist, gleich p. 

I. Wenn die Determinante der Schaar rA—A' mit conjugirten Grund- 
formen identisch verschwindet, so kann die Form A durch eine Substitution 
in sich selbst transformirt werden, deren Determinante einen beliebig vorge- 
schriebenen von Null verschiedenen Werth hat*). 

2) Wenn die Determinante der Schaar rA—A' einen Elementar- 
theiler (r—iy^ hat, wo m eine ungerade Zahl ist, so ist A einer zerleg- 
baren Form A^-k-AL congruent, wo A nur die Variabein a?^, y« 0* = 1, . . . wt) 
und A^ nur die Variabein x^^y^ (v=m4-l, . . . n) enthält, und wo die 
Determinante von rA^—Ä^ nur den Elementartheiler (r— 1)*^ hat (Ar. §. 3, 



'*') Besteht zwischen den Ableitungen von rA — Ä nach yi, ...y» eine lineare 
Relation mit constanten (von r unabhängigen) CoefBcienten, so kann aach p = sein, in 
allen andern Fällen aber mass p nothwendig von Nall verschieden sein (Vgl. Kr. §. 3, III). 
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IV, 2), Diese Fonn geht in sich selbst über, wenn man die Yariabeln 
j? durch — X ersetzt und die Variabehi x^ ungeändert lässt. Der Modul 
dieser Transformation ist (— 1)^ =— 1. 

IL Wenn die Determinante der Schaar rA — A' einen för r=l ver- 
schwindenden ElementarOieüer mit ungeradem Exponenten hatj so lässt die 
Form A uneigentliche Transformationen in sich selbst zu. 

3) Wenn die Determinante der Schaar rA—A den Elementar- 
theiler (r—af hat, und a nicht gleich ±1 ist, so hat sie auch den Ele- 
mentartheiler (^— ^)". (Für a = muss die Determinante von uA + vA\ 
wenn sie den Elementartheiler u" hat, auch den Elementartheiler t?" be- 
sitzen.) Femer sind die Elementartheiler, welche für r = — 1 verschwin- 
den und einen ungeraden Exponenten haben, stets paarweise vorhanden. 
(Kr.j §. 3., IV., 3.) Ist daher F eine der elementaren Formen, in welche 
die Reducirte von A zerlegbar ist, so kann die Anzahl der Variabeinpaare 
von F nur dann ungerade sein, wenn die Determinante von rF—F' iden- 
tisch oder für r = 1 verschwindet. 

Ich nehme nun an, dass die Determinante der Schaar rA^A' weder 
identisch Null ist, noch einen für r = 1 verschwindenden Elementartheiler 
mit ungeradem Exponenten hat. Die Anzahl n der Variabeinpaare von A, 
welche der Summe der Exponenten aller Elementartheiler von |r^— ^'| 
gleich ist, muss dann eine gerade Zahl sein, und wird A irgendwie in 
eine zerlegbare Form A^-i-A^ transformirt, so muss auch die Anzahl der 
Variabeinpaare von A^ gerade sein. Denn die Elementartheiler von 
|r^— ^'1 sind die von |r^j— ^'J und |r^,— ^',| zusammengenommen. 
(Vgl. St. §. 2.) 

Sei nun P eine Substitution, welche A in sich selbst transformirt 
(der Buchstabe P repräsentirt das System der w* Substitutionscoefficienten 
pX und sei die charakteristische Function von P (Fr.j §. 3, 1) gleich 
^ (r) = y, (r) ^j (r) , WO <pi(r) = (r-M)"* ist und y,(r) für r =— 1 nicht ver- 
schwindet (m kann auch Null sein). Dann ist P einer zerlegbaren Sub- 
stitution P^ = P^ + P^ ähnlich, wo P^ und P^ bezüglich die charakteristischen 
Functionen yi(r) und y2(r) haben. Da die Form A durch die Substitution 
P in sich selbst übergeht, so giebt es eine mit A congruente Form ^, 
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welche durch die ähnliche Substitation P^ in sich selbst transformirt wird 
(Fr.j §. 9, n.). Weil aber die charakteristische Function ^^(r) von P^ nur 
für r = — 1 verschwindet und die von P^ für den reciproken Werth von 
— 1 nicht Null ist, so muss die Form A^^ in der nämlichen Weise, wie 
die Substitution P^ in zwei Theile A^-k-A^ zerfallen, deren erster m Va- 
riabelnpaare enthält und durch P^ in sich selbst transformirt wird, während 
der andere die übrigen n—m Variabeinpaare enthält und durch P, in sich 
selbst transformirt wird (Fr.j §. 9, VI; §. 8, IX.). Nach den obigen Er- 
örterungen muss daher die Anzahl m der Variabeinpaare von A^ eine 
gerade sein. Nun ist aber (Fr.j §. 9, (3.)), wenn —1 eine m-&che Wurzel 
der Gleichung q>(r)=0 ist, die Determinante p von P gleich (—1)*". 
Folglich muss ;? = -+- 1 sein. 

III. Wenn die Determinante der Schaar rA—A' weder identisch Null 
ist, noch einen ßir r = 1 verschwindenden Elementartheiler mit ungeradem 
Exponenten hat, so lässt die Form A nur eigenüiche Transformationen in sich 
selbst zu. 

Unter den Voraussetzungen dieses Satzes sei B eine mit A con- 
gruente Form. Dann ist die Determinante einer Substitution P, die A in 

B transformirt, 

(1.) ;, = VdrB-B'I : \tA—A\), 

und zufolge des eben bewiesenen Satzes muss die Quadratwurzel stets 
denselben Werth haben, welche der unzählig vielen Substitutionen, die A 
in B verwandeln, auch für P gewählt werden mag. Diesen Werth der 
Quadratwurzel kann man finden, ohne dass man nöthig hätte, eine der 
Substitutionen P zu ermitteln. Ich werde nämlich eine von Null ver- 
schiedene rationale Function a der Coefficienten a^^ angeben, welche mit 
der aus den Coefficienten h^. analog gebildeten Function h durch die 
Relation 

(2.) h = ap 

verbunden ist. Diesen Ausdruck a nenne ich die schiefe Invariante der 
Form A. 

Durch analoge Betrachtungen, wie oben über Schaaren bilinearer 
Formen mit conjugirten Grundformen angestellt worden sind, . ergeben sich 
über Schaaren quadratischer Formen die Sätze: 
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IV. Wenn die Determinante einer Schaar qtiadratischer Formen iden^ 
tisch verschwindet, so kann die Schaar durch eine Substitution in sich selbst 
iransformirt werden, deren Determinante einen beliebig vorgeschriebenen von 
Null verschiedenen Werth hat. 

Besteht zwischen den Ableitungen der t^ormenschaar eine lineare 
Relation mit constanten Coefißcienten , so kann der Transformationsmodul 
auch Null sein, sonst aber muss er von Null verschieden sein. 

V. Wenn die Determinante einer Schaar quadratischer Formen einen 
Elementartheiler mit ungeradem Exponenten hat, so lässt die Schaar uneigent- 
liche Transformationen in sich selbst zu. 

VI. Wenn die Determinante einer Schaar quadratischer Formen nicht 
identisch Nuil ist, und wenn alle ihre Elementartheiler gerade Exponenten 
haben, so lässt die Schaar nur eigentliche Transformationen in sich selbst zu. 



§. 2. 
Ermittelang der schiefen Invariante einer bilinearen Form in zwei speciellen Fällen. 

Eine bilineare Form A, für welche die Determinante der Schaar 
rA—A weder identisch Null ist, noch einen iur r=l verschwindenden 
Elementartheiler mit ungeradem Exponenten hat, möge durch eine willkür- 
liche Substitution P von nicht verschwindender Determinante p in die 
Form B übergehen. Kann man dann aus den Coefficienten von A einen 
von Null verschiedenen rationalen Ausdruck a bilden, der mit dem aus 
den Coefficienten von B analog gebildeten Ausdrucke b durch die Glei- 
chung Ä* =«*/!* verbunden ist, so muss nothwendig b^-k-ap sein. Denn 
legt man den Veränderlichen /i - die Werthe oder 1 bei, je nachdem 
a von ß verschieden oder gleich ß ist, so ist p = l und 6^^ = o^^, also 

b = -\-ap. Femer kann die rationale Function — der n Variabein p^ß, 

welche nur der Beschränkung unterworfen sind, eine von Null verschiedene 
Determinante p zu bilden, nach der Voraussetzung nur gleich +1 oder 
— 1 sein, und weil sie sich stetig ändert, von dem Anfangswerthe +1 
niemals zu dem Werthe —1 überspringen. (Vgl. Stickelberger ,,Ueber reelle 

Journal fOr Hsthematik Bd. LXXXVI. Heft 1. 7 
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orthogonale Substitutionen^, §. 4; Programm der eidgenössischen polyt. 
Schule, 1877.) 

In dem einfachsten Falle, wo die Determinante von rA—A* fiir 
r=l nicht verschwindet, folgt aus der Gleichung (1.) der Einleitung, in- 
dem man r = 1 setzt, 

\B—B'\ = \Ä—Ä'\p\ 
Nun ist aber die von Null verschiedene schiefe Determinante |-4— ^'| das 
Quadrat einer ganzen Function a der Coeflficienten a^^, der Pfaff^chen 
Function*) der Grössen %ß—^ß„^ und die Determinante \B—B'\ ist das 
Quadrat der Pfaffhchen Function b der Grössen 6 -— 6- . Der voraus- 
geschickten Bemerkung zufolge ist daher b = ap, also a eine schiefe In- 
variante der Form A**). 

Verschwindet aber die Determinante der Schaar rA—A' für r = l, 
so werde ich zeigen, dass das Anfangsglied der Entwickelung von |r^— ^'| 
nach aufsteigenden Potenzen von r— 1 das Quadrat einer rationalen, und 
zwar gebrochenen, Function a der Goefficienten a^ß ist, oder genauer aus- 
gedrückt, dass sich eine rationale Function der veränderlichen Grössen a - 
angeben lässt, deren Quadrat gleich jenem Anfangsgliede wird, falls diese 
Variabein solchen Beschränkungen unterworfen werden, dass die Deter- 
minante von rA—A' weder identisch Null ist, noch einen für r = l ver- 
schwindenden Elementartheiler mit ungeradem Exponenten hat. 

Um die eigenthümliche Form, in welcher sich die schiefe Invariante 
a unter der gemachten Voraussetzung darstellt, deutlicher zur Anschauung 
zu bringen, schicke ich der allgemeinen Untersuchung die Betrachtung des 
speciellen Falls voraus, wo die fiir r = 1 verschwindenden Elementartheiler 
von |r^— ^'1 alle denselben (geraden) Exponenten e haben. Sei also diese 



*) Unter der P/af sehen Function von — - Variabein t„ß = — tß^ {t„„ = 0), 

wo n gerade ist^ wird hier immer ein bestimmter Werth der Quadratwurzel ans der De- 
terminante l^^^l verstanden, nämlich der, in welchem das Glied t^^ t^ . . . ^n-in ^^^ 
Goefficienten -H 1 hat. 

'*''*') Aas den obigen Betrachtangen folgt, dass eine altemirende Form, falls ihre 
Determinante nicht Nall ist, nur eigentliche Transformationen in sich selbst zulässt. Ver- 
schwindet aber ihre Determinante, so kann der Modul einer Transformation der Form in 
sich selbst jeden beliebigen Werth (auch Null) haben. (Vgl. Fr. §. 10, IV.) 
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Determinante genau durch die ernte Potenz von r— 1 theilbar, der grösste 
gemeinsame Divisor ihrer ersten Unterdeterminanten durch die «(m— l)te, 
der ihrer zweiten Unterdeterminanten durch die c(m— 2)te, u. s. w. , der 
ihrer (m— l)ten Unterdeterminanten durch die ete Potenz, während ihre 
wtten Unterdeterminanten nicht mehr alle för r = 1 verschwinden. Der Rang 
n—m einer schiefen Determinante |^— -4'| ist stets eine gerade Zahl, und 
unter den von Null verschiedenen Unterdeterminanten (w— »i)ten Grades befin- 
den sich auch Hauptunterdeterminanten (d. J. Bd. 82, S. 242, IV,). Daraus 
folgt erstens, dass m gerade ist, weil nach §. 1, 3 n gerade sein muss. 
Zweitens aber ergiebt sich daraus, dass sich die nm Grössen 

(1.) x^\ ^^\...^?) 0*=l,2,...m) 
so wählen lassen, dass die (schiefe) Determinante 
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von Null verschieden ist. Denn wenn z. B. die Hauptunterdeterminante 
(ii-m)ten Grades |«^,,^^.x-a^^.x,m+xl (*^^=1>2, ... n-m) von NuU 
verschieden ist, so braucht man nur x^i^ = a??^ = • • • = j?^^ = 1 und sonst 
ar^) = zu setzen. 
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also \c„ß\ = 7v.' Bezeichnet man den Werth, den eine bilineare Form G 
annimmt, wenn man den Yariabeln 

die Werthe 

1 ' n ' 1 ' n 

beilegt, mit G^^ so ist zufolge einer Identität, die ich §. 3 ableiten werde, 
die Determinante mten Grades 

.(2.) \W,^\ = w^w^-\ 

Beginnen die Entwickelungen von W und w nach aufsteigenden Potenzen 
von r— 1 mit 

ir= H (r— 1)^(*^-') -♦-•••, w = Ä(r— 1)^ + • • • , 
so fangt die Entwickelung der rechten Seite dieser Gleichung mit 

an, und durch die Vergleichung der «m(m— l)ten Potenzen auf beiden 
Seiten erhält man die Relation 

•(3.) |fl,,| = Ä^Ä-S 
aus welcher folgt, dass \H^^\ von Null verschieden ist. Vertauscht man 
aber in der Determinante W die Variabehi x,, . . .x^ wii y,, . . . y^ und 

r mit -■, so geht sie, wie man durch Umstellung der Zeilen und Colon- 
nen erkeimt, in ^^ über, ™d daher Ut 

WO H' die conjugirte Form von H ist, oder weil n und e gerade sind, 
und wenn man die rechte Seite nach Potenzen von r— 1 entwiokelt, 

W= — H' (r—lf ("»-') 4- • • • . 

Demnach ist U' = —H^ oder H eine altemirende Form, also H^j^=^—H^ 
und 1/^^ = 0, und folglich ist \H^^ das Quadrat der iya/schen Function 
^^ der Grössen H^^^. Aus der Formel (3.) ergiebt sich daher 



1 ^ 



(4.) a = l/Ä = Ä . 
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Da h der Coefficient des Anfangsgliedes von w ist, so ist dieser Gleichung 
zufolge -T^ =\ \n \ ^^^ ^^^ Variabein (1.) unabhängig. 

Wenn die Form A durch die Substitution P in J? übergeht, und 
wenn die Grössen (1.) durch die contragrediente Substitution transformirt 
werden, so ist w eine Invariante und W^^ eine zugehörige Form von A^ 
und folglich ist w^^ nach Formel (2.) eine zugehörige Form mit mehreren 
Reihen unabhängiger Yariabeln. Da diese Ausdrücke den Parameter r 
enthalten, so sind auch die Coefficienten ihrer Entwickelungen nach Po- 
tenzen von r— 1 Invarianten und zugehörige Formen. Auf der rechten 

Seite der Gleichung (4.) ist daher ä^ eine (ganze) Potenz einer Invariante, 
und n^^ und A^^ sind rationale zugehörige Formen, deren Quotient eine 
Invariante ist. Wenn man daher für die mit A congruente Form J?, fiir 
welche die Determinante von rB—B' in die nämlichen Elementartheiler 
zerfallt, wie die von rA—A\ die dem Ausdrucke a analoge Function b 
bildet, so kann man in derselben den Grössen (1.) ganz beliebige Werthe 
beilegen, fiir welche die dem Ausdrucke h^ analoge Function von Null 
verschieden ist, und braucht nicht die Werthe zu nehmen, welche durch 
die (unbekannte) contragrediente Substitution von P aus den Grössen (1.) 
hervorgehen. Da w, also auch h bei der Transformation von A in B 
mit dem Quadrate der Substitutionsdeterminante multiplicirt vnrd, so ist 
b^=a*p^ und folglich 

(5.) p = — . 



§.3. 

Syivester's Determinantensatz. 

Wird in der Determinante w der n Grössen €„. der Coefficient 

aß 

von Cß^ mit w^^ bezeichnet, so ergeben sich, indem man die n linearen 
Gleichungen 
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auflöst, die Gleichungen 
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^txn ^n — ^^l/a* 



Sind also ar^, (x, A = 1, 2, . . . m) willkürliche* Grössen und setzt man 
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SO erhält man durch Zusammensetzung der beiden Determinanten 



'11 






.(*») 



• «'m 


yf 


• • 


• 


* «'»m 


yL" 




«u 


• • 


• 




^mi 



die Determinante 



yM 



(m) 
ffn 



*lm 



=W 



'mm 



m^ 



W 



11 



w 



ni 











7V 



m 



w 



nn 



Y^^ • • y(*^) 



^X).. ^«) 



— w 







• • 







• • — m 



= (_1)«^«-J-HI. 



X<m) 



und daher ist 
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Diese Formel, welche in vielen Untersuchungen über die Beziehungen 
zwischen Unterdeterminanten die wichtigsten Dienste leistet, ist von Herrn 
Sylvester j Phil. Mag. 1851, April, gefunden worden. (Vgl. auch Kronecker, 
d. J. Bd. 72, S. 152.) 
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§.4. 
Allgemeine Darstellang der schiefen Invariante einer bilinearen Form. • 

Wenn die Determinante der Schaar rA-A* nicht identisch ver- 
schwindet, und wenn der Factor r— 1 in derselben genan in der Zten Po- 
tenz enthalten ist, in dem grössten gemeinsamen Divisor ihrer ersten, 
zweiten, . . . (m— l)ten ünterdeterminanten bezüglich genan in der Z^ten, 
Zjten, . . . Z^_iten Potenz, wahrend ihre witen ünterdeterminanten nicht 

alle für r = 1 verschwinden, so setze ich voraas, dass die Zahlen 

gerade sind, oder was auf dasselbe hinanskommt, dass die Zahlen l 
sämmüich gerade sind. Da die Elementartheiler von |rJ[— J['|, welche 
für r=l verschwinden und einen geraden Exponenten haben, paarweise 
vorhanden sind iKr.j §. 3, IV, 2X so ist 

also m eine gerade Zahl. 

Sei nun ra^ß-Og^ = c^ß > und sei 
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und seien H^^ nnd A„ die Coefficienten der Anfangsglieder in den Ent- 

Wickelungen von W^^^ und w^ nach aufeteigenden Potenzen von r— 1. 
Endlich möge der Werth, den eine bilineare Form G annimmt, wenn man 
den Variabein 



19 



X 



»> 



'M 



Vn 



die Werthe 



•^^l » • • • n ' •*! 5 • • • •*« 



beilegt, mit G^^ bezeichnet werden. 



56 



Frobenius, vber die schiefe Invariante einer bilinearen oder quadratischen Form. 



Nun ergiebt sich, wie in §. 2, dass der Coefficient H des Anfangs- 
gliedes der Entwickelung von W nach aufsteigenden Potenzen von r— 1 
eine altemirende Form ist, dass also Äj,= — JH,j und Äj^ = lf„ = ist. 
Wählt man ferner, was immer möglich ist, die Grössen 
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SO, dass die Determinante 
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nicht durch eine höhere Potenz von r— 1 als die Z^te theilbar ist, so ist 
H^ von Null verschieden. Wenn man daher in der bekannten Relation 

(1.) W,,W^-W,,W^^ww, 

die linke Seite nach aufsteigenden Potenzen von r— 1 entwickelt, so ist 

das wirkliche (von Null verschiedene) Anfangsglied. Da w genau durch 
die Zte Potenz von r—1 theilbar ist, so ist der Exponent der Potenz von 
r— 1, durch welche w^ theilbar ist, der Gleichung (1.) zufolge genau gleich 
21^ — 1^ oder weil l—li^li — h ^^t, gleich Z,, und aus der Formel 

(fi;,)« = ÄA,, 

die sich durch Coefficientenvergleichung aus (1.) ergiebt, folgt, dass h ein 
Quadrat ist, falls A, ein solches ist. 

Auf A, lassen sich nun die nämlichen Schlüsse anwenden, wie 
auf h. Die Grössen 






können so gewählt werden, dass die Determinante 
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nicht durch eine höhere Potenz von r— 1 als die /^te theilbar ist. Denn 
unterdrückt man die beiden letzten Zeilen und Colonnen, ^o erhält man 
eine Determinante FF,,, die den Factor r— 1 genau in der Z^ten Potenz 
enthält; lässt man aber nur die letzte Zeile und Colonne weg, so ist die 
erhaltene Unterdeterminante, w,, wie oben gezeigt, genau durch die i^te Po- 
tenz von r— 1 theilbar. Folglich ergiebt sich die Behauptung aus dem 
Satze St.j §. 2, III. Alle weiteren Schlüsse bleiben dieselben und mithin ist 

also h^ ein Quadrat, falls h^ es ist. Ebenso ist 

Da w?^ für r := 1 nicht verschwindet, so wird h^ durch die nämliche De- 
terminante, wie in §. 2 dargesteUt, ist also das Quadrat einer iyq^chen 
Function. Daher ist h das Quadrat eines aus rationalen Contravarianten 
rational zusammengesetzten Ausdrucks a, welcher von den Variabein x^^^ 
unabhängig, also eine Invariante ist, weil h der Coefficient des Anfangs- 
gliedes in der Entwicklung von w nach Potenzen von r— 1 ist. 

Aehnlich wie in §. 2 lässt sich auch hier die Berechnung der 
schiefen Invariante a dadurch vereinfachen, dass man nicht von A zu A,, 
von da zu h^ u. s. w. übergeht, sondern, falls 

ist, gleich von A zu A^, von da zu h. u. s. w. Indem wir somit die 
Existenz einer schiefen Invariante unter den gemachten Voraussetzungen 
allgemein dargethan haben, sind wir zugleich zu einem neuen Beweise fiir 
den Satz III. §. 1 gelangt. Das erhaltene Resultat kann als eine Verall- 
gemeinerung des (7ay%schen Satzes, dass jede schiefe Determinante von 
paarem Grade das Quadrat einer rationalen Function ihrer Elemente ist, 
aufgefasst und in einer etwas veränderten Form folgendermassen ausge- 
sprochen werden: 

Ist s^^ = s^^, ^aß^ — ^ßa^ '«« = 0, ist die Determinante \r ^„^+^J nicht 

m 

identisch Null^ und haben ihre fiir r = verschwindenden Elementartheiler 
äße einen geraden Exponenten, so ist in der Entwicklung dieser Determinante 
nach aufsteigenden Potenzen von r der Coeßicient des Anfangsgliedes das 
Quadrat einer rationalen Function der Grössen s^q und t^ß. 
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Ist speciell ^^^ = 0, falls « von ß verschieden ist, und s^ für 
einige Werthe von a gleich 1, für andere 0, so ist jenes AnÜEUigsglied 
eine Sonune von Hauptunterdeterminanten paaren Grades des Systems ^ ., 
also eine Smnme von Quadraten ganzer Functionen, und diese Sunune 
von Quadraten lässt sich unter den obigen Voraussetzungen als das Qua- 
drat einer einzigen gebrochenen rationalen Function der Grössen t^^ dar- 
stellen. 



§. 5. 

Ueber die zerl^bare Contravariante nten Grades einer Schaar bilioearer Formen 

von 2n Variabein. 

Die schiefe Invariante einer Schaar quadratischer Formen, deren 
Determinante nicht identisch verschwindet und lauter Elementartheiler mit 
geraden Exponenten hat, ergiebt sich aus einer Formel der Lehr^ von 
der Composition der in lineare Factoren zerlegbaren Formen nten Grades 
von n Yariäbeln. Diese Formel will ich ganz allgemein für eine Schaar 
von bilinearen Formen 

C=rA — B = 2e^ßX^yp = 2 (ra^ß—b^ß) x^ y^ 

entwickeln, über welche ich nur die Voraussetzung mache, dass die Deter- 
minante a der Form A von Null verschieden ist. Ich setze 
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wo die Grössen x^^\ y^^^ (« = 1, . . . n; ^ = 1, . . . v) so gewählt seien, dass 
w^ genau durch die Z^te Potenz von r—c theilbar ist, falls r—c ein 
Z^facher Lineartheiler aller vten Unterdeterminanten von w ist. (ßt. §. 2.) 
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Ist l^_^—l^=e^ und folglich Z = öj4-ö, + • • •, so sei, nach auf- 
steigenden Potenzen von r—c entwickelt, 

w z, z. z. 

— =. z hr- -^ -T-r + • • • + — — + 7*0 + r^ (r—e) -h • • • , 

w (r—cp (r — cf' * r — c 



• • • 



w'i (r— r)^- ' (r— c)^-^ ' ' r—c * " ' 



seien also Z^, Z,, . . . Z^ (und zwar in irgend einer Reihenfolge) die 
Coefficienten aller negativen Potenzen in den Entwicklungen der Quo- 

tienten — - (v = 1, 2, . . .) nach aufsteigenden Potenzen von r—c. Femer 

sei Hy der CoeflScient des Anfangsgliedes, also der — e^ten Potenz von 

W W,. 

r—c, in der Entwicklung der Differenz — - — 



V " v—\ 



Wy Wy_^ 



Ist femer c' eine von c verschiedene V fache Wurzel der Gleichung 
n^=0, so mögen die (den Grössen x^J^\ y^^^ analogen) Grössen x^^^\ y^^^' 
so gewählt werden, dass die (der Determinante w^ entsprechende) Deter- 
minante Wy nicht durch eine höhere Potenz von r—c theilbar ist, als 

alle vten Unterdeterminanten von w, und es mögen die Coefficienten der 

Wi 

negativen Potenzen von r—c in den Entwicklungen der Ausdrücke 



Wy 



mit Z^^i, Z;^g, . . . Zi^i, bezeichnet werden, und die Coefficienten der 
Anfiäugsglieder der Differenzen — r r-^ mit Hl , u. s. w. Auf diese 



Wy ^y-i 



Weise erhält man l-hV -i-t'-h • • • = w Wlineare Formen Z^, Z,, . . . Z„ 
der Variabein x^, y^, die Coefficienten der negativen Potenzen von r—c, 
r—c\ r—c\ ... in den Entwicklungen der Formen 



n?/ < ' < '••• (•'-1.2,...) 



nach aufeteigenden Potenzen, und femer ein System von Formen Ä^ , IT, , . . . , 
Äi, IT,', . . . , deren jede einem der Elementartheiler (r— c)^, (r— c)^, . . . 
(r— c?T'* , {r—cy* , . . . der Determinante w zugeordnet ist 
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Zwischen diesen Formen werde ich die Beziehung herleiten 



(1.) « 



ÖZ^' \^Zf^ 



%/5 i ^^ß 

WO in dem Producte jede Foim U den nämlichen Exponenten e hat, wie 
der entsprechende Elementartheiler von w. (Vgl. Hermitej d. J. Bd. 47, 
S. 314 und Hesse^ d. J. Bd. 57, S. 178.) Ich bemerke, dass die linke 
Seite dieser Formel ungeändert bleibt, wenn die Formen Zj, Z^, . . . Z^ 
unter einander vertauscht werden, oder wenn einer derselben das entgegen- 
gesetzte Zeichen ertheilt wird, oder allgemeiner, wenn Z^ durch k^^ Zj 



-^k^Z^ ersetzt wird und die Determinante der constanten Grössen k^^ 
gleich ±1 ist. 



§. 6. 

Ueber einen speciellen Fall des aufgestellten Satzes. 

Dem allgemeinen Beweise der Formel (1.), §.5 schicke ich die 
Betrachtung des speciellen Falles voraus, wo die ersten Unterdeterminanten 
von w keinen Divisor gemeinsam haben, also ^i fiir r = c, c', . . . nicht 
verschwindet. Dabei werde ich zur Abkürzung der Darstellung die sym- 
bolische Bezeichnung anwenden, welche ich in der oben citirten Abhand- 
lung (Fr.) auseinandergesetzt habe. 

Aus der Identität 
{rA—B) {{rÄ—Br'— {sÄ—Br^)(sÄ'-B) = (sA—B) — (rA—B) = (s—r)A 
(in welcher die Producte und Potenzen die Fr. §. 1 und 2 definirte Be- 
deutung haben) ergiebt sich • 

(1.) _ JrA-Br-isA-Br ^ (^rA-B)-' A^sA - B)'' . 

r — s 

Sind c, €?',... die verschiedenen Wurzeln der Gleichung w = 0, 
ist w=^a{r—cy (r—cy . . ., und ist, in Partialbruche zerlegt, 

wV , Zt Z^ Zp 
= (r^-^fi)-^= \ — -4- ? ^... ^ ?— 



n^ {r—eY {r—cf"^ r—c 



• • • 



{r-c'f {r—cf-' r—e' ' 
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SO erhält man, indem man den Zähler der linken Seite der Formel (1.) 
nach aufsteigenden Potenzen von r—c und s—c entwickelt, 

(r—c) — (s—c') Mc—e') Mr- cY r—c {s—ey s—c' f 

Da in der Entwicklung des ersten Factors nur positive Potenzen von 
r—c und s—e vorkommen, so findet sich in der Entwicklung der linken 
Seite der Formel (1.) keine negative Potenz von r—c mit einer negativen 
Potenz von s—c multiplicirt. Da aber in der Entwicklung der rechten 
Seite dieser Formel 

(r—ef r—c f V(*— cT s—c* / 

derartige Glieder auftreten, so müssen ihre Coefficienten verschwinden, es 
muss also 

(2.) (Z^AZ,^^) = Q 

•% 

sein (wo durch die Klammer der symbolische Charakter des Productes 
angedeutet werden soll). 

Entwickelt man fem er die linke Seite der Formel (1.) nach auf- 
steigenden Potenzen von r—c und s—c^ so erhält man 

+ Z, {{r-c)-' - is-c)-')] - (^_^)i(^_^^ [T0-T0+ T, {{r-c) - {s-c)) 
+ T, ((r-c)» - {s-c)*) + •••,] = 

ir-cn»-c) [^" (('-'')"'■' + ir-cr^'{s-c)-^ + • • • + (*-c)-^') 
+ . • . + zj— T, — T^{{r-e) + (t-e)) . 

Hier kommen keine Glieder vor, welche r—c und s—c in einer niedri- 
geren als der — (&+l)ten Dimension enthalten, nnd die Glieder gleicher 
Dimension haben alle denselben Coefficienten. Vergleicht man damit die 
Entwicklang der rechten Seite der Formel (1.), so erkennt man, dass 

(3.) {Z„AZ^) = 
ist, falls a 4- /» -< <f + 1 ist, dass aber 
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(4.) {Z,AZ,) = {Z, AZ,_,) = . . . = (Z, ^ZJ = z, = isr 
ist. Zufolge der Formeln (2.) zerfallt die Determinante raten Grades 

\(Z„AZp)\ (a,/?=l,2, ...n) 

in das Product mehrerer Determinanten von den Graden e, ö', • • • . In 
der ersten derselben vom Grade e sind wegen der Formel (4.) alle Ele- 
mente der Nebendiagonale gleich H, und wegen (3.) alle Elemente links 

von dieser Diagonale gleich Null. Daher ist sie gleich (—1) H^ (wo 

die Potenz nicht symbolisch gemeint ist), und folglich ist die betrachtete 
Determinante raten Grades gleich 



(-ly 



77 Ä^ 



Weil aber 



9^« B{AZs) 



ist, so ist 



\(,Z„AZ^)\ = 
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and weU 
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' fi' öx. 



ist, so ist 
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= a 


BZ, 
Bxß 


Bxß 



Damit ist die Formel (1.) §.5 für den betrachteten speciellen Fall be- 
wiesen. 



§.7. 
Beweis des Satzes §. 5. 

Bei dem allgemeinen Beweise der Formel (1.) §. 5 will ich die 
Formen Z^, Z^^ . . . Z^ etwas anders wie dort definiren, nämlich durch 
die Entwicklungen 
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Die Abänderung kommt, wie leicht zn sehen, auf eine der am Ende des 
§. 5 erwähnten Umformungen der linken Seite jener Formel hinaus. 

Ist U^ die lineare Form der Yariabeln x^, . . . x^y welche man 
aus JV^_^ erhält, indem man y^=jfQ setzt, und V^ die lineare Form von 
tfi-i * * * Vn'i welche man aus W^_^ erhält, indem man x^ = x^^ setzt, so ist 

est. §. 1. (1.)) 



also 






Sei 



wo p^ und ^, ganze Functionen von r oder nach ganzen positiven Po- 
tenzen von r—c fortschreitende Reihen sind, und sei 

ü = (r—e)'^ (X, + X, (r—e) + • • • + X, (r-c)'^ + • • •) 
Pi 

WO X^ eine lineare Function von x^^ . . . x^ und Y^ eine lineare Func- 
tion von ^i , . . . y^ ist. Dann ist 

I» Wj (r—cf' ^ ^ ^ (r— c)^ (r— €?)^ ^ 

also 

Z, = X, Y, = H,, Z^ = X,Y„ -h X. Y„_i -h . . . + X« Y, . 

Die Coeflficienten Z^ , Z^^ . . . Z^ aller negativen Potenzen von r—c?, 
rr-c?', ... in den Entwicklungen der Ausdrucke 



(1.) 



Wy Wy^, Wy Wl_, 



't^v w?^_i ' ^v '^K-x * 



• • • 



lassen sich also durch n lineare Verbindungen X^ der Yariabeln x^ und 
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durch n Verbindungen Y^ der Variabein y^ darstellen, und es ist (St. §. 1) 
gezeigt worden, dass sowohl Jf^, . . . X^ als auch F,, . . . F^ unter ein- 
ander unabhängige Linearformen sind*). 

Addirt man alle negativen Potenzen in den sämmtlichen Entwick- 
lungen der Ausdrücke (1.), so erhält man die Partialbruchzerlegung von 

Entwickelt man daher diese Partialbrüche einzeln nach absteigenden Po- 
tenzen von r, so setzt sich der Coefficient G von r"^ aus den Coefficienten 
von {r—cy\ (r—c')~\ ... in jenen verschiedenen Entwicklungen zu- 
sanmien, ist also gleich 

In der oben benutzten symbolischen Bezeichnung kann man die soeben 
ausgefiihrte Umformung folgendermassen ausdrücken: Sei P die Substi- 
tution, welche die Variabein X^ in x^ überfuhrt, und Q die Substitution, 
welche F^ in y^ überführt. Dann ist**) 

{PZ, Q) = x,y,, {PZ„Q) = JTiy« -h ar,y„^i -+-••• + x„y,, 

endlich, ist der Coefficient von r"^ in der Entwicklung von P {7'A—By^ Q 
nach absteigenden Potenzen von r gleich 



*) An der Schwierigkeit, die Unabhängigkeit dieser Linearforraen direct zu be- 
weisen, liegt es, dass der allgemeine Beweis der Formel (1.) §.5 so viel umständlicher 
ist, als der des §. 6 entwickelten speciellen Falles derselben. 

**) Wenn eine bilineare Form A=^ 2 a„ß x^ ya durch lineare Sabstitutionen 

^« = /'i«^; + ••• -^Pna <^ y/9 = ?/Jiy; H + 9ßn vk ^^ B ^ 2 b„ß x'„ y'ß 

übergeht, so ist b^a = 2 p„^ a^i q^g^ also entsteht das System der Grössen b„ß dnrch 

Zusammensetzung der drei Systeme p^g^ a^g, q^g. [WeieratraaSy Berl. Mon. 1868, §. 1, 
(9.) — (12.)] Bezeichnet man also die Systeme der Grössen a^^, Ä^o, p^g^ q^g mit den 
Buchstaben A^ B, P, (?, so ist B = {PAQ). Dieselbe Gleichung gilt, wenn diese Buch- 
staben die bilinearen' Formen ^a„^a:„j,f^, 2b^ßX„yß, 2p„ßX„yß, 2q„ßX^yß 
bedeuten. Denn der Algorithmus der Zusammensetzung von bilinearen Formen, der oben 
benutzt ist, ist mit dem der Zusammensetzung von linearen Substitutionen identbch. 
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Setzt man beide Seiten der Gleichung 



irA-B)-' = ^ + ^ + 

r r' 



E 



mit rA—B zusammen, so erhält man (Fr. §. 3) 

= M-B)(| + ^+...) 
und daraus darch Vergleichung der constanten Glieder 

also 

Folglich sind auch die reciproken Formen*) 

■ 

(0'* AP-') = 2 (x, ff, + X, .Ve-i + • • • + *e y.) 

einander gleich. Da das (symbolische) Product zweier Formen, welche 
kein Variabelnpaar gemeinsam haben, gleich Null ist, so ist, falls g^e ist, 

= *e y« + ^Q-i ffe-i H — + ^i .y«-e+i • 

Wenn nun Z„ und Z. nicht in derselben Reihenentwicklung als 
Coefficienten vorkommen, so haben die Formen 

(PZ„Q) = Xiff^ + '-' + x^ff,, {PZßQ) = r,+iff^+„ + "' + x^^„ff^i 
kein Variabelnpaar gemeinsam und folgUch ist 
(PZi, AZ^ Q) = {PZ„ Q) (Q-' AP-') {PZß Q) = 

(^iVg-* ^^e yi) (^ («, y« H h *e yj) («x+i y«+, h + ^x+, y,+i) = 



*) Die reciproke Form der zerlegbaren Form 2(Xiffg + •" + Xf yj ist gleich 
der Smnme der reciproken Formen der einzelnen Theile {Fr. §. 5). Ist femer 

F=Xiff„ + Xtff„-t + •- *«yi, 

so ist 

^ ^ BF BF „ 

and folglich F = F^\ 
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also da die Determinanten von P und Q nicht verschwinden {Fr. §. 2, L): 

{Z^ AZ^) = 0. 
Wenn aber Z^ und Z^ in derselben Entwicklung als Coefficienten vor- 
kommen, so ist 

(PZ^Q) = x,y^ + • • • + x^y,, {PZßQ) = x,y^ + • • • + x^y, 
und folglich 

{PZ„ AZ^ Q) = {PZ, Q) (0-^ AP-^) {PZp Q) = 
(^ly« -< ^ ^«yi) (^ix.ye-i h x^yj) {x,yß 4- h ar^yj = 

(^«ye + ^«-1 ye-1 -^ ^^i ye-«+i) (^ly/? H »- */? yJ- 

Ist c— a +!>/?, oder a4-/?<e+l, so ist dies Product gleich Null und 

daher ist auch 

{Z„ AZß) = 0. 

Ist aber a-^ ß^e-h 1, so ist jenes Product gleich 

X, y, = {PZ,Q) = (PBQ) , 
und daher ist 

{Z„AZß)=:H {a + ß = e-^l). 

Aus den entwickelten Relationen ergiebt sich die Formel (1.) §.5 ganz 
in derselben Weise, wie im vorigen Paragraphen. 



§.8. 

Die schiefe Invariante einer Schaar quadratischer Formen. 

Ich nehme jetzt an, dass c^ß = Cß^ ist, und verstehe im* Folgenden 
unter W^^ Z^, Ä, ^, J? die quadratischen Formen, in welche die bis- 
her mit diesen Buchstaben bezeichneten bilinearen Formen übergehen, 
wenn man y^=x^ und ausserdem jf]^ = x^^ setzt (vgl. St. §. 5. S. 39,40). 
Dann geht die Formel (1.) §. 5 in 



2 



(-1) ' a 



2 "8^ 
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über. Setzt man femer voraus, dass die Zahlen e sämmtlich gerade sind 
(§. 1, VI.), so ist 



-^-''-2-^ = -| (inod2), 2e = n 



und daher 



V(_i)-^a = n(^"^):ii-^ 



(1.) ^ (-1) 



2 Bxp 



Wird die Schaar quadratischer Formen 

rA—B=^2 (ra^ß — b^ß) x„ Xß 

durch eine Substitution von der Determinante p in rL—M transformirt, 
so ist die Determinante von L gleich ap^. Bildet man daher für die 
transformirte Schaar, deren Determinante in die nämlichen Elementartheiler 
wie w zerfallt, den der rechten Seite von Formel (1.) analogen Ausdruck, 
so ist derselbe gleich dem ursprünglichen Ausdruck, mit -♦-/? multiplicirt 
(§. 2). Dieser Ausdruck, welcher der Gleichung (1.) zufolge von den 
sämmtiichen Variabein x^ und x^^\ x^^\ . . . unabhängig sein muss, ist also 
eine schiefe Invariante der Formenschaar rA—B. 

Sei, um die Formel (1.) an einem Beispiel zu erläutern, w = 2 
und 

^ = flor* 4- 2bxy + cy^^ B = aar* 4- 2ßxy 4- yy^- 

Wenn die Determinante von rA~B fiir r = verschwinden und nur den 
ElementarÜieiler r^ haben soU, so muss 

(2.) «7^— /?» = 0, aY'\'Ca — 2bß=^0 

sein, während «, /?, y nicht sämmtlich verschwinden. Mittelst dieser Glei- 
chungen bestätigt man leicht die Relationen 

.« \ 1/7« _ aß—ba _ a r—ca _ br^cß _ (ax+by) (ßX'¥ry) — (bx'\'Cy ) (ax-^ßy ) 

wo von den ersten drei Quotienten wenigstens einer nicht die unbestimmte 
Form ^ hat*). 



*) Nach Gattsa, Disqa. arithm. S. 244 and 249 (anten) ist, wenn man 

X = pxx' 4- p' xy* -f- p" yx' + p'" yy' 
Y=^qxx' 4- q'xy' 4- q" yx' 4- q'" yy' 
setzt, 

9* 
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Mit Hülfe der Lehre von den mehrfachen Wurzeln und den sym- 
metrischen Functionen lässt sich zeigen, dass sich die schiefe Invariante (1.) 
durch die Coefficienten der Formen A und B rational ausdrücken lässt, 
dass also der Satz gilt: 

Wenn die Elementartheüer der Determinante einer Schaar quadratischer 
Formen alle gerade Exponenten habenj so lässt sich die Quadratwurzel aus 
der Determinante jeder einzelnen Form der Schaar durch die Coefficienten 
der Grundformen rational ausdrücken. 

Anstatt aber auf den allgemeinen Beweis dieses Satzes einzugehen, 
will ich im nächsten Paragraphen fiir den speciellen Fall, dass die ersten 
Unterdeterminanten von w keinen Theiler gemeinsam haben, direct eine 
von den Wurzeln der Gleichung w = Q unabhängige Darstellung der schiefen 
Invariante entwickeln. 



§.9. 

Rationale DarstelluDg der schiefen Invariante. 

Die Resultante der beiden ganzen Functionen f{x) und 

fp{x) = a ix—r,) (ät — TjJ . . , (o: — rj , 

WO ^n ^2 ? • • • ^n ^^^^* ^® verschieden zu sein brauchen, oder die Norm 



ÖX 8X 




9X 9X 




Bx' 9y' 




9jr 9y 




8Y 8Y 




9y 9Y 




9ar' 9y' 




9ar 9y 





p Y—q X p' Y—q'X 

p"Y-q"X p"'Y—q"'X 

iie Identität, welche der Lehre von der GompositioD der binären quadratischen Formen 

zn Gmnde liegt. Die Formel für die Daplication ergiebt sich daraas, wenn X and Y 

symmetrische bilineare (oder quadratische) Formen sind (1. c. S. 337). Setzt man fDr 

diesen Fall p = a, p'=p' = b, p"' = c; q = a, q'=q" = ß, q"'=r; x'=x,y'=y, 

X=^A, Y=B, so erhält man die Identität 

1 /9^ 9B 9^ 9Ä\* ,., ,_, , «»„x„^ ,„« ^ ^. 

4 (ö? 9^— %- 9f) = (*'-«^)fi' + (ar + ca-2bß) BA + (/»«- ar)A\ 

aus der sich unter den Bedingungen (2.) die Gleichung (3.) ergiebt. 
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von f(r\ lässt sich in folgender Form darstellen: Ist c^ der Coefficient 

fix) 
von ar •^ * in der Entwicklang von --r-r- nach absteigenden Potenzen 

von X und 



^n— 1 ^n 



'n-i 



'n 



^%n-% 



= c, 



so ist (vgl. Joachmsthal, d. J. Bd. 48, S. 393) 

n(n-i) 
(1.) Z7/-(r) = (-l) * a^C, 

m 

WO das Product über alle Wurzeln der Gleichung 9 (x) = auszudehnen 
ist. Die Grössen c^ sind ganze Functionen der Coefficienten von fix) 
und y(j?), dividirt durch eine Potenz von a. 

Ist q>{x) = a (tp (x)y das Quadrat einer ganzen Function , so lassen 
sich die Coefficienten von tfß{x) durch die von q>{x) rational ausdrucken. 

f(x) 
Ist w = 2iii, rfy der Coefficient von ar""""* in der Entwicklung von 'jj-\ 

nach absteigenden Potenzen von x und 



rfi 



Ol ... «in—l 
»2 • • • ^ 



^m— 1 ^m • • • ^m-3 



SO ist 



n'r{r) = ±D, 



= D, 



wo das Product nur über die Wurzeln der Gleichung tfj(x) = zu er- 
strecken ist, und folglich 

nf(r) = n\ 

Aus Formel (1.) ergiebt sich daher der Satz: 

Ist fix) eine ganze Function und (fix) das Quadrat einer ganzen 
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Function mten Gradesj und ist c^ der Coeßcient von x ^ ^ in der Ent- 
Wicklung von ^-j-r nach absteigenden Potenzen von x, so lässt sich die 

Determinante 2mten Grades \c„^ß_^\ als das Quadrat einer rationalen Function 
der Coeßcienten von f(x) und ^(x) darstellen, deren Nenner eine Potenz 
des Coeßicienten von x^ in (p(x) ist. 

Wenn in der Determinante n> = q>(r) der bilinearen Form 

C = r^— Ä = -I {ra^ß—baß) ^a Vß 

die ersten Unterdeterminanten keinen Divisor gemeinsam haben, so ist 

der Bruch 

w 

— — = M— B)"' 

als Function von r irreductibel. Ist Z^ der Coefficient von r"**'"^ in der 
Entwicklung derselben nach absteigenden Potenzen von r, so ergiebt sich 
aus der Formel (1.) §. 6 

1 



rs 






rs 



2 Z^ (r-" + r-''+^ S-' 



+ *-") 



und daher 



(Z^ A Zß) — Z„^ß . 



Mithin ist die Determinante 



Z = 



z. 



z, 
z. 



gleich der Determinante 



'n— 1 



'n 



Zn-~\ Zu . . • Z^^_ 



\(Z^AZ^\ = a 



* 

Ist nun w ein Quadrat, so ist nach dem obigen Lei)ima 










n 



Z=(-l)'£f«, 
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wo H eine rationale Function der Coefficienten von W und n>, also der 
Grössen a„», ä„», x^, y. ist. Wenn nun c„ß = c.^ ist, und man y^~x^ 
setzt, so ergiebt sich aus den entwickelten Formeln 



(2.) 



y (—XV a=H: 



BZ, 



2 8« 



ß 



als rationale schiefe Invariante der Schaar quadratischer Formen rA—B. 
Zürich, im Februar 1878. 
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lieber zwei Ranmformen mit constanter positiver 

Erttmmiing. 

Mit Rücksicht auf die Abhandlung des Herrn Newcomb im 83. Bande dieses Journals. 

(Von Herrn W. Küling.) 



lleiT Newcomb legt der von ihm antersuchten Raninform alle von 
Evklid theils ausdrucklich theils implicite vorausgesetzten Eigenschaften 
bei mit zwei Ausnahmen: er lässt die Gerade sich schliessen und fugt 
die Annahme hinzu, dass der Abstand s zweier Punkte, die auf den 
Schenkehi eines unendlich kleinen Winkels « in der Entfernung r vom 
Scheitel liegen, durch die Gleichung gegeben werde: 

2aD . rn 

wo 2/> die Länge der geraden Linie bezeichnet. Auf diesen Voraus- 
setzungen, so zeigt er, lässt sich eine Raumform aufbauen, und diese 
stimmt für unendlich kleine Theile mit der j&wMrfischen überein. Auch 
hat die gewonnene Raumform grosse Aehnlichkeit mit der von Riemann 
gefundenen und nach ihm benannten Raumform constanter positiver Krüm- 
mung. Dennoch stehen mehrere der von Herrn Newcomb hergeleiteten 
Eigenschaften in directem Widerspruch mit Folgerungen, welche Riemann 
für seine Raumform dargelegt hatte, und die bereits in viele Abhandlungen 
und in die „Elemente der absoluten Geometrie" des Herrn Frischauf über- 
gegangen sind. Herr Newcomb hält beide Raumformen für identisch und 
bezeichnet denmach diese Angaben Riemanm als unrichtig. Dementgegen 
bezweckt die vorliegende Mittheilung, zunächst darauf aufmerksam zu 
machen, dass sich die fraglichen Sätze aus den Voraussetzungen Riemanns 
in voller Strenge ergeben ; an zweiter Stelle wollen wir zeigen, in welcher 
Weise die Gleichungen der Riemanmchen Geometrie auch auf eine andere 
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Raumform angewandt werden können, welche identisch ist mit der von 
Herrn Newcomb untersuchten; zum Schlüsse wollen wir eine Betrachtung 
angeben, welche gestattet, die zweite Raumform rein geometrisch aus der 
ersten herzuleiten. 

1. Zunächst stelle ich die Formeln zusammen, welche bereits früher, 
namentlich von Herrn Beltrami*), für Räume constanter positiver Krünmiung 
entwickelt sind. Dabei glaube ich, mich auf drei Dimensionen beschränken 
zu dürfen, da die Uebertragung auf eine höhere Zahl von Dimensionen 
keine Schwierigkeit macht. 

Wenn das Krümmungsmass einer Raumform constant = p ist, so 
kann nach Riemann das Linienelement auf die Form gebracht werden: 



,_ 16A:^(rf?«H-rfiy»-i-rfg') 

"^^ ^ (4A« + 5« + 17« H- C»)« • 



Durch die Substitution: "" 

geht dieser Ausdruck über in: 

Aus dieser Gleichung leitet Eerr'^trami folgende Resultate her. 

Sind X, y, z und x\y\z zwei versc. ''ene Werthetripel, so giebt 
es durch die dargestellten Punkte immer eine ^ aufgOiJ^^^®^*® Linie. Dor 
Abstand r der Punkte, d. h. die Länge des zM^gystem #®^ entiialtenen 
Theiles der kürzesten Linie, ergiebt sich aus der ^ 

r Ä' + xx' -*- yy* 4- zz' \haben wir 

cos -7- = . — ^^ -X 

* V*«+x«+y«+T« VÄ«+ar'«+7r:p>fa-isch nur 



Für reelle Werthe der Coordinaten ist die rechftj?^5^^ ^^ieser 
Gleichung reell und ihrem absoluten Betrage nach kleiner alsV^Sw ^ 



*) Teoria fondamentale degli spazü di carvatara costante. Annali di M 
Ser. n. Tom. H. 

JooniAl Ittr liAtliematik Bd. LXXXYI. Heft 1. 10 
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kürzeste Linie selbst wird dargestellt durch zwei Gleichungen ersten Gra- 
des zwischen x^ y, z. 

Um die Nenner zu vermeiden, kann man neue Variabele*) ein- 
fuhren durch die Substitution: 

... U VW 

(1.) ar = y, J/=y, z = y, 
(2.) k^ <* 4- M* + t?* + w* = Ä*. 

Ihr Zusammenhang mit den 5, ij, C wird dargestellt durch die Glei- 
chungen : 

i^^ , 4A»-g»-iy«-y ^_ 4*11 



und 



_ 4A>iy 4^ 

^"■4F+T* + i?*+C* ' '*'"' 4Ä« -4- 2F« 4- 1?« -*- r ' 



2fi 2r ^_ 2n; 

(4-) ^^TTT' '-TT7' ^-^TTT 



Dann erhält mr^' 

r 



(5.) ** cos "T- = ** ^'' + f/w' 4- w' 4- wn?'. 

Die Ge^**™Q^th6it der Punkte, welche Von zwei Punkten und 1 
gleichen Ab^-^^d haben, wird durch die Gleichung dargestellt: 

. lö.) k* (^0— O t 4- {u^—U^ u 4- (t?o— Vi) V 4- (Wo— n?J w = Q. 

, Wir fragen nacj^jäfer Möglichkeit von Transformationen, hei denen 
;i« Ausdrücke (2.) yünd (5.) unverändert bleiben. Diese müssen offenbar 
homogen und linear sein; umgekehrt wird jede solche Transformation, 
durch welche, der Ausdruck (2.) in sich übergeht, die rechte Seite von (5.) 
unveränd/};^ lassen. Alle diese Transformationen lassen sich erhalten 
durch .^Verbindung von zwei speciellen Arten: die erste verändert nur die 



*) Diese Coordinaten verdanke ich meinem hochverehrten Lehrer, Herrn Weier^ 

^^fttssy der dieselben bei einigen Vorträgen im mathematischen Seminar 1872 benutzte. 

dieselben zeichnen sich ausser durch Einfachheit der Formeln noch durch den Umstand 

' au8^ dass sie, wie die Gleichungen (3.) und (4.) lehren, den Werthen ^, ^^ ^ eindeutig 

entsprechen. 
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Uj V, n> und ist identisch mit der sogenannten orthogonalen Transformation. 
Die letztere kann durch die beiden Forderungen definirt werden, dass 
erstens die ursprünglichen Coordinaten aus den neuen durch dieselben 
Gleichungen erhalten werden sollen, wie diese aus jenen, und dass zweitens 
fax t^, u^y v^j w^ beide Systeme denselben Werth liefern; diese ist: 



(7.) 



h '^0 ^Q ^0 



= -^ (**^'o+ wWo+ Wo+ w;Wo)- 

Wenn zwischen den Coefificienten einer homogenen linearen Form: 

(8.) ak^t -h Äw + rt; + dw 

die Relation besteht: 

(9.) a«Ä*+Ä« + £?« + rf« = A«, 

so bleibt dieselbe bei jeder Transformation der bezeichneten Art bestehen; 
da ausserdem unter dieser Bedingung und bei reellen Werthen der Vari- 
abein und Constanten der Werth von (8.) zwischen —k* und +** liegt, 
so kann man setzen: 

(10.) ak*t + Ä// H- et? + rfw = Ä* sin y . 

Wenn man noch eine zweite solche Form a'Ä*^+6'«4-c't? + rf'w hinzu- 
nimmt, so darf gesetzt werden: 

(11.) k^aa' 4- bb' -h cc' + dd' = k^ cosy; 

denn die linke Seite ist unabhängig vom Coordinatensystem und, absolut 
genommen, kleiner als k^ . 

2. Wir gehen zur Interpretation der aufgestellten Gleichungen 
über und nehmen dabei an, dass jedem Werthsystem nur ein einziger 
Punkt entspricht. 

Durch die Aufstellung der obigen Gleichungen haben wir die Mög- 
lichkeit der Messung postulirt; diese kann aber geometrisch nur durch 
starre Bewegung ausgeführt werden ; wir müssen daher auch diese voraus- 
setzen und annehmen, dass Punktepaare mit gleichem Abstände, und nur 
solche, zur Deckung gebracht werden können. Dann lehren unsere Glei- 
chungen, dass jede kürzeste Linie (wenigstens im allgemeinen) alle Eigen- 
schaften besitzt, die Euklid der Geraden beilegt; sie soll daher als solche 



• A» 



iO 



\ 

l 
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,j 



- i 

1 



bezeichnet werden. Ebenso zeigt jede durch eine homogene lineare 
Gleichung zwischen den Coordinaten dargestellte Fläche die Grundeigen- 
schaften der Ebene. Die Gleichung (5.) ist die Gleichung der Kugel; 
für r=0, ätt, .... genügt derselben je nur ein einziger Punkt; für 

r = -^kn^ -^kn^ . . . geht die Kugel in eine Ebene über. Da sich für 

alle ungeraden Vielfachen von -^kn dieselbe Gleichung ergiebt, so existirt 

zu jedem Punkte eine einzige Ebene, welche alle Punkte mit den be- 
zeichneten Abständen enthält; sie möge als Polarebene des Punktes be- 
zeichnet werden, ein Name, dessen Berechtigung sowohl aus der Definition 
als aus der Gleichung (5.) hervorgeht. Namentlich zeigt sich, dass die 
Polarebenen zu den Punkten ' einer Geraden dieselbe zweite Gerade ge- 
meinschaftlich haben. 

Unsere Gleichungen gestatten, den Begriff des Winkels geometrisch 
genau in derselben Weise herzuleiten, wie es in der ^t^A/zrfischen Geo- 
metrie geschieht. Dann erkennt man rein geometrisch, dass jeder Radius 
einer Kugel auf der Kugelfläche senkrecht steht; eine Gerade steht somit 
auch senkrecht auf der Polarebene eines jeden ihrer Punkte. Demnach 
stellt Q in (10.) den senkrechten Abstand des Punktes ^, ti, t?, w von der- 
jenigen Ebene dar, fiir deren Punkte die linke^ß«itö diesef^Gleichung ver- 
schwindet; indem wir nämlich (10.) mit (5.) vergleichen, erkennen wir, 
dass diese Ebene die Polarebene zu dem Punkte a, 6, c, d ist und dass 

~ das Complement ist zü -^, wo r den Abstand der Punkte /, ti, r, w 

und a, 6, c, d bedeutet. Wenn wir dies Resultat auf die drei Ebenen : 
Ätt = 0, Ät? = 0, kw = Q anwenden, ergiebt sich sofort die geometrische 

Bedeutung der Coordinaten ii, t?, w eines Punktes als Äsin^, wo q den 

Abstand von einer dieser Ebenen bedeutet; t stellt nach (5.) den Cosinus 
der durch k dividirten Entfernung zwischen dem zu bestimmenden Punkte 
. und dem Punkte (1, 0, 0, 0) dar. 

Dieselbe Interpretation der Gleichung (10.) kann auch gewonnen 
werden, indem man von dem Winkel zweier Ebenen ausgeht; dieser wird 
durch die Gleichung (11.) geliefert. Wenn nämlich drei Ebenen: 

-4^ = 0, Aj = 0, -4 = 



^J!n. 
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in der durch (9.) definirten Form gegeben sind, und für drei Constante 
ae, jl, /;* die Gleichung besteht: 

so mögen aus (11.) die drei Werthe y«.», y».!, yi,« für je zwei dieser 
Ebenen berechnet werden; zwischen denselben besteht die Relation: 

Berücksichtigt man noch, dass für 9 = und fp=^2n in (11.) a = a\ 
b = b' u. s. w. sein muss, so folgt, dass 9 den Winkel der beiden Ebenen 
darstellt 

Die Gleichungen (2.), (5.) — (11.) bilden somit die Grundlage für 
eine vollständige „analytische Geometrie^. Die projectivische Geometrie, 
welche daraus hergeleitet wird, zeigt keinen wesentlichen Unterschied von 
der jS't^/üfischen; wenn man z. B. eine rationale Function zwischen t^ tc, 
r, w durch (2.) homogen macht, so darf man den Grad der Function als 
die Ordnung der entsprechenden Fläche definiren. Für ä=oo wird /=1, 
und 11, V, w gehen in die rechtwinkligen Cartesischen Coordinaten der 
JEuklidüscbien Geometrie über, und unsere Formeln werden mit denen der 
letzteren identisch. Umgekehrt kann man bei einem endlichen Werthe 
von k das betrachtete Gebiet so klein wählen, dass der Unterschied von 
den Eigenschaften der Euklidischen Geometrie beliebig klein wird. 

3. Die bisherigen Entwickelungen genügen aber nicht, um eine 
Raumform vollständig aufzubauen, da wir das Zusammenfallen von Punkten 
ganz ausser Acht gelassen haben. Hierför gestatten unsere Gleichungen 
einen zweifachen analytischen Ausdruck und fuhren somit zu zwei Raum- 
formen. 

Wenn wir zunächst Riemann folgen und seine Raumform erhalten 
wollen, so dürfen wir jedem Punkte nur ein einziges Werthsystem der 
5, ^, C und wegen der durch (3.) und (4.) gegebenen eindeutigen Beziehung 
der 5, 7, t und /, 11, t?, w, auch nur ein einziges Werthsystem der ^, «, t?, w 
beilegen; denn Riemann hat weder bei seinen allgemeinen Betrachtungen 
noch bei der Darlegung seiner speciellen Raumform auf die Möglichkeit 
hingewiesen, dass demselben Punkte verschiedene Coordinatenwerthe zu- 
kommen. Unter dieser Voraussetzung gehen alle geraden Linien, welche 
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einen Punkt (^, Uj t?, w) enthalten, noch durch einen zweiten Punkt 
(— if, — tt, — r, —7»), welcher der Gegenpunkt des ersten heissen möge. 
Die Länge der Geraden beträgt 2kn, die grösste absolute Entfernung 
zweier Punkte ist gleich kn; nur der Gegenpunkt besitzt diesen Abstand. 
Nicht nur jede Kugelfläche, sondern auch die Ebene hat, für sich betrachtet, 
alle Eigenschatten, welche der Kugelfläche im Euklidischen Räume zu- 
kommen. Die Ebene, sowie jede einfach geschlossene Fläche ohne Doppel- 
linien, trennt zwei Theile des Raumes gegen einander ab. Die Ebene hat 
zwei Pole, welche Gegenpunkte zu einander sind. Alle Punkte, welche 
von zwei Punkten gleichen Abstand haben, liegen auf einer einzigen 
Ebene (6.) Drei Ebenen haben entweder eine Gerade oder ein Paar von 
Gegenpunkten gemeinschaMich. In der Ebene trennt jede Gerade zwei 
congruente Flächentheile gegen einander ab; jeder geschlossene Zweig 
einer ebenen Curve ohne Doppelpunkte zerlegt die Ebene. 

Unter diesen Eigenschaften, die sich direct aus den obigen Glei- 
chungen ablesen lassen, finden sich alle jene, welche Riemann seiner 
Raumform beilegt; dieselben sind also strenge Folgerungen aus den ge- 
machten Annahmen. 

4. Gleichwie in der Riemannschen Raumform je zwei Punkte mit 
der Entfernung = 2 ätt zusammenfallen, so können wir versuchen, unsere 
Gleichungen unter der Annahme zu deuten, dass je zwei Punkte mit dem 
Abstände =kn zusammenfallen. Dann stellen die beiden Werthsysteme 
^, II, r, w und —t, — M, — r, —w denselben Punkt dar. Zwei ver- 
schiedene gerade Linien haben somit höchstens einen einzigen Punkt ge- 
meinschaftlich. Die Länge der Geraden beträgt ätt, die grösste absolute 

Entfernung zweier Punkte ist = ^ ätt; alle Punkte, welche von einem 

Punkte diesen Abstand haben, liegen auf der Polarebene desselben. Die 
Ebene zerlegt den Raum nicht ; zwischen zwei beliebigen Punkten, die ihr 
nicht angehören, lässt sich immer eine Linie ziehen, die keinen Punkt 
mit der Ebene gemeinschaftlich hat Dasselbe gilt flir jede Fläche von 
ungerader Ordnung, welche keine Doppellinien besitzt und aus einem ein- 
zigen Zweige besteht; hat nämlich für zwei Punkte die Function, welche 
für die Punkte der Fläche verschwindet, entgegengesetztes Zeichen, so 
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kann man ihrem Werthe für den einen Punkt dadurch das entgegen- 
gesetzte Zeichen geben, dass man die Coordinaten durch die entgegen- 
gesetzten ersetzt; zwischen den Punkten ist daher immer ein Uebergang 
möglich, der nicht durch Null hindurchgeht. 

Die Punkte, welche von zwei Punkten gleichen Abstand haben, 
liegen auf zwei Ebenen (6.), und diese stehen auf einander senkrecht. 

Während die eigentliche Kugelfläche wieder dieselben Eigenschaften 
hat, wie in der Eukluäschen Raumform, zeigt die Ebene vor allem den 
Unterschied, dass sich geschlossene Linien in ihr ziehen lassen, welche 
eine Zerlegung nicht herbeifuhren; eine solche ist die Gerade. 

Wir sehen, diese Raumform ist vollständig identisch mit der von 
Herrn Newcomb untersuchten; um auch in der Form volle Uebereinstim- 
mung zu erhalten, haben wir nar kn durch 2/> zu ersetzen; auch das 
unter 3. jener Abhandlung aufgestellte und oben von uns citirte Postulat 
ergiebt sich sehr leicht aus unsem Gleichungen. 

5. Der Umstand, dass die zweite Voraussetzung über die Coincidenz 
von Punkten uns zu keinem Widerspruch gefuhrt hat, darf uns nicht hin- 
dern, die principielle Berechtigung derselben zu untersuchen. Wir denken 
uns zu dem Ende ein endliches Stuck irgend einer Raumform gegeben; 
aUe Eigenschaften desselben seien entwickelt und durch Gleichungen dar- 
gestellt. Indem wir uns den Raum unbegrenzt fortgesetzt denken, werden 
wir auch den Coordinaten neue Werthe beilegen müssen. Wir dürfen 
aber nicht annehmen, dass die erstgenannte Fortsetzung analytisch darauf 
hinauskomme, den Coordinaten alle reellen Werthe beizulegen; vielmehr 
kann die analytische Fortsetzung in einzelnen Fällen weiter oder enger 
sein, als die, etwa durch starre Bewegung vermittelte, geometrische. 
Daraus ergeben sich drei Annahmen: 

d) beide Gebiete fallen zusammen; 

b) das geometrisch erreichbare Gebiet wird schon dargestellt durch 
einen Theil der sämmtlichen Coordinatenwerthe ; 

c) wenn man den Coordinaten alle reellen Werthe beilegt, so hat 
man das Gebiet der Punkte noch nicht erreicht. 

Für eine Raumform von drei Dimensionen sagen diese drei An- 
nahmen aus: Entweder lässt sich vermittelst der angewandten Coordinaten 
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der ganze Raum auf den ganzen EuklidiscliQn abbilden, oder zu seiner 
Abbildung genügt ein Theil des Euklidischen, oder die Abbildung auf den 
jS't^/iVfischen liefert nur einen Theil des betrachteten Raumes. Die zweite 
Annahme zerlegt sich aber in zwei: entweder fuhrt die Fortsetzung der 
Coordinaten zu einem idealen Gebiet, welches durch Bewegung aus dem 
ursprünglich gegebenen Raumtheil nicht erhalten werden kann, oder die 
Fortsetzung der Coordinaten fuhrt zu früheren Punkten zurück. Ein Bei- 
spiel der ersten Annahme bildet die Lobatschetoskt/^cbie Raumform, welche 
aus den obigen Gleichungen für einen negativen Werth von k* erhalten 
wird ; wenn wir hier von einem positiven Werthe von t ausgehen, können 
wir durch Bewegung nicht zu einem negativen Werthe gelangen, oder 
unter Benutzung der x, y, % muss immer sein: ar'-f-y + ar'-^/r*, wenn 
dies für das ursprünglich betrachtete Gebiet der Fall war. Die zweite 
Annahme stellt sich bei der Yergleichung der Geraden und des Kreises in 
der ^luMtfischen Raumform dar; betrachten wir beide Gebilde als Raum- 
formen, d. h. ohne Rücksicht auf ihre Lage zu andern Gebilden, so er- 
halten wir für Theile von ihnen dieselben Eigenschaften und können somit 
fiir diese Theile dieselben Gleichungen aufstellen; während aber die un- 
beschränkte Fortsetzung der Coordinatenwerthe für die Gerade zu immer 
neuen Theilen föhrt, lässt sie uns auf dem Kreise zum Ausgangspunkte 
zurückkehren: im letzteren Falle entsprechen jedem Punkte verschiedene 
Coordinatenwerthe. 

Untersuchen wir jetzt unsere Gleichungen nach diesen verschiede- 
nen Möglichkeiten. Zunächst erkennen wir, dass das Gebiet der t^u^v^w 
unter der Bedingung (2.) nicht enger ist, als das geometrisch erreichbare; 
denn für jede mögliche Bewegung geben die oben angedeuteten Trans- 
formationen einen adäquaten Ausdruck, und diese lassen uns immer in 
dem analytischen Bereiche. Auf dieselbe Weise erkennen wir, dass die 
Fortsetzung der Coordinaten zu keinem idealen Gebiete föhren kann. Es 
bleiben daher nur die beiden Möglichkeiten, dass jedem Punkte ein ein- 
ziger Werth der Coordinaten zukommt, oder dass jeder Punkt verschiedene 
solche Werthe besitzt. Der Begriff des Abstandes lehrt aber, dass, wenn 
irgend zwei Punkte mit dem Abstände r zusammenfallen, dasselbe fiir je 
zwei Punkte desselben Abstandes eintreten wird. Wenn aber r kein Viel- 
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faches von kn ist, so liefert die Gleichung (5.) Werthsysteme der t^ ti, r, w^ 
welche unter einander jeden beliebigen Abstand von Null bis zu einer 
bestimmten obem Grenze ergeben; wollten wir fiir einen solchen Abstand 
Coincidenz voraussetzen, so müssten wir auch alle Punkte mit diesen 
Abständen als zusammenfallend betrachten, und die Darstellung verschie- 
dener Punkte wäre unmöglich. Entsprechend unsern obigen Voraussetzungen, 
bleiben daher nur die beiden Möglichkeiten, dass fiir den Abstand 2kn 
oder kn Coincidenz eintritt. Wenn wir die 5, ,, f als rechtwinklige 
Coordinaten des jSy:/tV2ischen Raumes betrachten, so stellen die Gleichun- 
gen (3.) eine Abbildung der betrachteten Raumformen auf die £'t^A:/Msche 
dar, und zwar wird der iZt^mannsche Raum auf den ganzen J?t^^/»(üschen 
abgebildet, der zweite Raum nur auf das Innere einer Kugel*). 



*) Ich möchte darauf aafmerksam machen, dass die obige geometrische Inter- 
pretation nicht, wie die von Herrn Belirami gegebene, die Unveränderlichkeit des Winkels 
voraussetzt, sondern sie ans dem Begriffe des Abstandes herleitet. Ausserdem bemerke ich, 
dass die Coordinaten x^ y ^ z eine ähnliche geometrische Bedeutung haben, wie », r, w\ 
an die Stelle von sinus tritt tangens, und statt der Abstände von den Goordinatenebenen 
sind die Abschnitte zu setzen, welche durch Ebenen, die zu den Axen senkrecht stehen, 
auf ihnen vom Nullpunkte aus abgeschnitten werden. Diese Coordinaten bilden ein Bei- 
spiel zu der unter c) aufgestellten Möglichkeit, indem die Gesammtheit der reellen Werthe 
von x^ y^ z nicht genügt, um alle Punkte der iZt^mannschen Raumform zu erhalten; 

zur eindeutigen Bestimmung eines Punktes muss etwa noch das Zeichen von VAr'-har'+y'H-s' 
gegeben werden; die durch diese Coordinaten vermittelte Abbildung des jRtmannschen 
Baumes auf den Eukliäxh^'^xi liefert somit den letzteren doppelt. Dieser Umstand scheint 
Herrn Belirami entgangen zu sein; er macht darauf nicht aufmerksam, sondern sucht die 
Unbestimmtheit der durch zwei Punkte gelegten Geraden in anderer Weise zu erklären. 
Er sagt, durch zwei Punkte, für die :r, y, z endlich seien, lasse sich immer nur eine 
einzige Gerade legen; eine Verschiedenheit trete erst bei unendlichen Werthen der Coor- 
dinaten ein. Der letzte Umstand rührt aber nur von der Wahl des Anfangspunktes her, 
kann also keine Verschiedenheit begründen; im Gegentheil, wenn die beiden Punkte einer 
Geraden, denen unendlich grosse Werthe von or, jy, z zukommen, verschieden sind, so 
sind je zwei Punkte verschieden, deren Darstellung ein verschiedenes Zeichen der Wurzel 
erfordert; da sie zudem Gegenpunkte sind, so wird die hindurchgehende Gerade unbe- 
stimmt. Uebrigens stimmt Herr Beltrami in der Definition der Riemannschen Raumform 
mit uns überein, da er dieselbe als einfach zusammenhängend bezeichnet und am Ende 
seiner Abhandlung den Satz aufstellt: Jede Riemannsche Raumform von n Dimensionen 
ist in einer Lobatschewskyschen Raumform von n + 1 Dimensionen enthalten. Für einen 
negativen Werth von k^ stellen aber die obigen Gleichungen nur eine einzige Raumform 
dar, und unter den in ihr enthaltenen Raumformen niederer Dimension giebt es nur solche 
von der zuerst betrachteten Art. Das zuletzt erwähnte Resultat hat in den trefflichen 
„Elementen der absoluten Geometrie" des Herrn Frischauf zu dem unrichtigen Satze 
Veranlassung gegeben, der Riemannsche Raum sei im Lobatschewskyschen enthalten. 
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6. Obgleich wir an dieser Stelle auf eine geometrische Untersnchung 
der behandelten Raumformen nicht eingehen wollen, möchten wir dock 
in aller Kürze ein Uebertragungsprinzip angeben, wodarch die zweite 
Form rein geometrisch aus der ersten erhalten wird. Dasselbe besteht 
darin, statt des Punktes die Ebene als Element einer Raumform zu be- 
trachten. Obwohl eine solche Anschauung in der projektivischen (reo- 
metrie seit langem gebräuchlich ist, hat man es bisher unterlassen, auf 
dieser Voraussetzung eine vollständige Geometrie aufzubauen. Diese Mög* 
lichkeit stellte sich mir dar, als ich aus einigen Bemerkungen des Herrn 
Weierstrass den Schluss zog^ dass die Grundbegriffe und die ersten Sätze 
der Geometrie mit unseren Vorstellungen verbunden werden können, wenn 
wir statt des Punktes die Ebene als Element auffassen. Diese Betrach* 
tung lässt aus der Lobatschewski/sehen, Euklidischen und Riemannscbieii 
Raumform drei neue hervorgehen, welche als die Polarformen jener be- 
zeichnet werden mögen. Wir wollen hier nur auf die letzte von ihnen 
aufinerksam machen. 

Wir ersetzen also den Punkt durch die Ebene, und demgemäss 
die Gerade durch den Ebenenbüschel, die Ebene durch den Ebenenbündel. 
Die Herleitung der weiteren Begriffe (Abstand zweier Elemente, Winkel 
von Büscheln und Bündehi, senkrechter Abstand eines Elements von einem 
Büschel oder Bündel und dergl.) bietet keinen Unterschied von der Her- 
leitung, welche bei der gewöhnlichen Anschauung gebräuchlich ist; wenn, 
was dabei öfter benutzt wird, während einer Bewegung ein Element in 
Ruhe bleiben soll, so kommt das darauf hinaus, dass die entsprechende 
Ebene während der Bewegung in Deckung bleibt mit ihrer Anfangslage. 
Speziell wird der Abstand zweier Elemente durch den Winkel der beiden 
Ebenen vertreten. Nun können wir als Coordinaten einer Ebene die 
Constanten a, 6, c, </ in (8.) ansehen, wenn zwischen ihnen die Rela- 
tion (9.) besteht; der Winkel, den zwei Ebenen mit einander bilden, 
ergiebt sich dann aus der Gleichung (11.) Diese unterscheidet sich 



Dieses Versehen, welches zu einigen weitern unrichtigen Bemerkungen (No. 105 und 
No. 123 am Ende) geführt hat, ist bereits von mir in der Hofmannschen Zeitschrift 
(B. VIL, S. 464) berichtigt worden. 
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von (5.) nur dadurch, dass a, 6, c^ d an die Stelle von ^, u, r, w^ 

und 9 an die von -^ getreten ist. Da ausserdem (9.) mit (2.) identisch 

ist, so können wir die ^, u, r, n' als Coordinaten einer Ebene auffassen 
und gelangen, da a, 6, c, d und — a, —6, — c, — rf dieselbe Ebene 
darstellen, zu unserer zweiten Annahme über Coincidenz. Somit ist die 
von Herrn Newcomb untersuchte Raumform die Polarform der Rtemannschen. 

Berlin, December 1877. 
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lieber Strahlensysteme zweiter Classe und die Emmner^sehe 
Fläche vierter Ordnung mit sechzehn Knotenpunkten. 

(Von Herrn Th, Reye in Strassbarg i. E.) 



Dekanntlich hat Herr Kummer*) zuerst die Existenz von sieben 
wesentlich verschiedenen algebraischen Strahlensystemen zweiter Ordnung 
ohne Brenncurven nachgewiesen, und die wichtigsten Eigenschaften ihrer 
Brennflächen entwickelt Die eine dieser Brennflächen, nämlich die 
„Ä^wmm^rsche" Fläche vierter Ordnung und vierter Classe mit 16 Knoten- 
punkten und 16 singulären Beruhrungsebenen , hat bald darauf als Singu- 
laritätenfläche des allgemeinen Strahlencomplexes zweiten Grades neues 
Interesse erregt**); und ganz kurzlich bildeten ihre merkwürdigen Be- 
ziehungen zu Theta-Functionen mit zwei Variabein den Gegenstand meh- 
rerer Abhandlungen in diesem Journal***). Der synthetischen Geometrie 
waren jene Strahlensysteme zweiter Ordnung und ihre Brennflächen bis- 
lang nicht zugänglich. 

Deshalb dürfte der Nachweis nicht ohne Interesse sein, dass man 
mit den Hülfsmitteln der reinen Geometrie der Lage zu allen diesen 
Strahlensystemen zweiter Ordnung mit Ausnahme desjenigen sechster Classe 
erster Art gelangen kann. Ich beabsichtige diesen Nachweis zu fuhren, 
jedoch der grösseren Anschaulichkeit wegen nicht unmittelbar flir die 



*) KummeTy über die algebraischen Strahlenfeysteme. (Abhandlangen der Berl. 
Akademie, math. Kl. 1866). 

**) Plücker, neue Geometrie des Raumes, Lpz. 1868/9, S. 307. — F. Kleine 
zur Theorie der Liniencomplexe 1. und 2. Grades. (Math. Ann. II, S. 198.) — F. Klein 
und S. LiBy über die Haupttangenten - Curven der iTumm^rschen Fläche 4. Grades. 
(Monatsbericht der Berl. Akad., 15. Dec. 1870). 

***) Cayley, Bd. 83, S. 210 und 84, S. 238. — Borchardt, Bd. 83, S. 234. — 
H. Weber, Bd. 84, S. 332. 
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Strahlensysteme zweiter Ordnung, sondern fiir die zu ihnen reciproken 
Strahlensysteme zweiter Classe. Die synthetische Behandlung dieser Sys- 
teme wird verhältnissmässig leicht und einfach dadurch, dass sie auf ge- 
wöhnliche Strahlenbündel projectiv bezogen und dass zugleich ihre Brenn- 
flächen auf bekannte Flächen vierter Ordnung eindeutig abgebildet werden. 
Mit dem Strahlensysteme zweiter Ordnung und zweiter Classe und der 
KurmnersciieTL Fläche vierten Grades werden wir uns besonders eingehend 
beschäftigen. 

1. Ein i^*- Gebüsch 2 (d. h. ein dreifach unendliches, lineares 
System von Flächen zweiter Ordnung F^ kann, wie ich anderswo*) ge- 
zeigt habe, auf ein räumliches System 2^ projectiv bezogen werden, sodass 
jeder F^ von 2 eine Ebene in 2^ entspricht und jedem i^*- Büschel von 2 
ein zu ihm projectiver Ebenenbüschel I. Ordnung von 2^. Man nehme nämlich 
einen beliebigen Punkt U an, und weise jeder F* des Gebüsches diejenige 
Ebene von 2^ als entsprechende zu, welche von U die Polarebene ist be- 
züglich der F^. Jeder Raumcurve C*** vierter Ordnung, in welcher zwei 
Flächen des Gebüsches sich schneiden, entspricht dann im Räume 2^ eine 
Gerade als Schnittlinie der zugehörigen beiden Polarebenen von U; jeder 
Gruppe [2,2,2] von acht „assocürten" Punkten, in welchen drei beliebige 
Flächen des Gebüsches 2 sich schneiden, entspricht in 2^ der Schnittpunkt 
der zugehörigen drei Ebenen. Umgekehrt entspricht im Allgemeinen jeder 
Geraden von 2^ eine reelle oder imaginäre C^'^ des Gebüsches 2, und 
jedem Punkte von 2^ eine Gruppe von acht assocürten Punkten. Zwei 
Gruppen assocürter Punkte von 2 können durch eine C^'^ verbunden wer- 
den, weil die entsprechenden beiden Punkte von ^i auf einer Geraden 
liegen; drei Gruppen assocürter Punkte liegen allemal auf einer F^ des 
Gebüsches. Durch drei beliebige Punkte von 2 geht im Allgemeinen eine 
einzige F^ des Gebüsches ; derselben entspricht die Verbindungsebene der 
zugehörigen drei Punkte von 2^. — Alle diese Beziehungen ändern sich 
nicht wesentlich, wenn an Stelle von 2^ ein zu 2^ coUineares räumliches 
System gesetzt wird. 



*) In meiner „Geometrie der Lage"" (Hannover 1868), II. Abth. S. 246. 
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2. Jede Verbindungs - Gerade s von zwei associirten Pankten des 
Gebüsches 2 nenne ich einen „Hanptstrahl^ desselben. Ihr entspricht in 
2^ eine Gerade s^, und zugleich ist sie der Träger einer involutorischen 
Punktreihe, in welcher je zwei zugeordnete Punkte einander assocürt sind 
(vgl. jedoch 10.). Denn den beiden associirten Punkten entspricht in JS^ 
ein und derselbe Punkt P^, einem beliebigen dritten Punkte von s ent- 
spricht in ^i ein Punkt Q^, und der Geraden P^Q^ oder ^^ entspricht 
folglich in 2 eine C**^ welche mit s drei Punkte gemein hat, also in s 
und eine Raumcurve dritter Ordnung zerfallt. Einem beliebigen Ebenen- 
büschel von JTi, dessen Axe mit s^ keinen Punkt gemein hat, entspricht 
nun aber in JT ein /^'-Büschel, welcher von s in einer involutorischen 
Punktreihe geschnitten wird, und die Punktenpaare der letzteren bestehen 
aus je zwei associirten Punkten, weil sie den einzelnen Punkten der Ge- 
raden s^ entsprechen. — Aus diesem Beweise ergiebt sich zugleich, dass 
jede Gerade von 2^ welcher in 2^ eine Gerade entspricht, ein Hauptstrahl 
des Gebüsches und einer Raumcurve dritter Ordnung assocürt ist 

Von den beiden Ordnungspunkten der involutorischen Punktreihe * 
ist jeder sich selbst assocürt und bezügUch aller Flächen des Gebüsches 
dem anderen conjugirt. Alle F^ von 2, welche durch einen sich selbst 
üssocürten Punkt gehen, berühren in ihm den Hauptstrahl s, welcher ihn 
mit dem conjugirten Punkte verbindet. Die sich selbst associirten Punkte 
sind zugleich die Mittelpunkte aller Kegelflächen des /^'-Gebüsches, und 
ihr geometrischer Ort ist bekanntlich eine Fläche 4. Ordnung fC*, die 
„Kemfläche" des Gebüsches. 

3. Ein F^- Büschel von 2 enthält im Allgemeinen vier Kegelflächen ; 
die auf K^ üegenden Mittelpunkte derselben bilden das Poltetragder des 
/^'-Büschels. Dem Z''*- Büschel entspricht aber in 2i ein Ebenenbüschel, 
dessen Axe als eine beüebige Gerade von 2^ zu betrachten ist, und den 
vier Kegelflächen entsprechen vier Ebenen, welche durch diese Gerade 
gehen. Demnach umhüllen alle Ebenen von JT^, welche den Kegelflächen 
des i'^*- Gebüsches entsprechen, eine Fläche vierter Classe O*; dieselbe ist 
eindeutig auf die Kernfläche JSC* bezogen, indem jeder Berührungsebene 
von O* der Mittelpunkt M der zugehörigen Kegelfläche auf JSC* entspricht. 
Wir wollen zeigen, dass in demjenigen Punkte M^ von 2'i, welcher diesem 
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Punkte M der Kerafläche JSC* entspricht, die Fläche <D* von der entspre- 
chenden Berührongsebene tangirt wird. 

Einer beliebigen Geraden g^ der Berührungsebene entspricht eine 
C^'^ auf der zugehörigen Kegelfläche des Gebüsches; diese C^-* aber hat 
den Punkt M zum Doppelpunkt und schneidet die Kemfläche K^ zweimal 
in ilf, wenn g^ durch M^ geht. In diesem Falle hat also g^ mit der 
Fläche von 2^, welche jener Kemfläche entspricht, zwei in M^ sich ver- 
einigende Punkte gemein, und berührt dieselbe in M^. Jene durch M^ 
gehende Gerade g^ ist ausserdem als Schnittlinie von zwei unendlich nahe 
benachbarten Berührungsebenen der Fläche O^ au&ufassen, weil bekannt- 
lich von den vier Kegelflächen H. Ordnung, welche durch eine C^^ gehen, 
zwei zusammenfallen, wenn die C^ durch allmälige Umformung einen 
Doppelpunkt M erhält; und da M der Mittelpunkt dieser beiden zusam- 
menfallenden Kegelflächen ist, so wird O^ in dem entsprechenden Punkte 
M^ von der zugehörigen Ebene des Raumes 2^ berührt. 

Die Fläche 0^ ist im Allgemeinen von der 16. Ordnung; ihre 
16 Schnittpunkte mit einer beliebigen Geraden entsprechen den 16 Schnitt- 
punkten der Kemfläche K^ mit der zugehörigen C^* des Gebüsches. 

4. Jedem Hauptstrahle s des jP'- Gebüsches entspricht in 2^ eine 
Doppettangente der Fläche (Z>^, und umgekehrt. Der Hauptstrahl bildet 
nämlich (2.) mit der ihm associirten Raumcurve dritter Ordnung eine (7** 
des Gebüsches, welche zwei Doppelpunkte hat, und den letzteren ent- 
sprechen in 2i die Berührungspunkte der zugehörigen Doppeltangente von 
0^ (3.). Die Umkehmng des Satzes setzt voraus, dass die Tangenten 
von 4>^ definirt werden als Schnittlinien unendlich nahe benachbarter Be- 
rührungsebenen der Fläche. Die Geraden einer singulären Berührungs- 
ebene, welche die 0^ in allen Punkten eines Kegelschnitts tangirt, sind 
in diesem Sinne keine Doppeltangenten der <2>^; ihnen entsprechen auch 
im Allgemeinen keine Hauptstrahlen des Gebüsches, sondem je zwei eine 
€^* bildende Kegelschnitte. Dagegen ist jede Gerade, welche durch einen 
Knotenpunkt der <2>^ geht, als Tangente dieser Fläche aufzufassen. 

5. Durch einen beliebigen Punkt von ^1 gehen 28 Doppeltangenten 
an die Fläche vierter Classe <D*; dieselben entsprechen den 28 Verbin- 
dungslinien der acht associirten Punkte [2,2,2] von J, welche jenem 
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Punkte entsprechen, und sind den 28 Doppeltangenten einer ebenen Curve 
4. Ordnung reeiprok. Durch einen Punkt M^ der Fläche fl)* gehen nur 
22 Doppeltangenten dieser Fläche, weil von den acht entsprechenden 
Punkten zwei in M zusammenfallen ; sechs von diesen ^2 Doppeltangenten 
liegen in der Ebene, welche in M^ die Fläche <P* berührt, und sind als 
sechs Paare unendlich nahe benachbarter Doppeltangenten au&ufassen. Die 
Doppeltangenten von 0^ bilden demnach ein Strahlensystem 28. Ordnung 
[12. Classe], und <D* ist die y^Brea'nflS.che^ dieses Systems, d. h. der Ort 
aller Punkte und aller Ebenen, für welche zwei Strahlen des Systems zu- 
sammenfallen. 

6. Jeder Geraden l des Gebüsches ^, welche keine assocürten 
Punkte verbindet, entspricht in \ ein zu l projectiver Kegelschnitt Aj. 
Legt man nämlich durch drei Punkte A^^ Äj, C^ von ^, deren entspre- 
chende A^ jB, C auf l liegen, eine Ebene, so entspricht dieser eine durch 
l gehende ¥^ des Gebüsches, und der Geraden l entspricht folglich eine 
in jener Ebene liegende Curve X^. Beziehen wir aber zwei Ebenenbüschel, 
deren Axen beliebig durch A^ und B^ gelegt sind, derartig auf einander, 
dass in jedem dritten Punkte C, von l^ zwei homologe Ebenen sich schnei- 
den, so sind dieselben projectiv, weil die ihnen entsprechenden i^*- Büschel 
von ^ dadurch perspectiv auf die Punktreihe / bezogen sind, und l^ ist 
folglich ein zu / projectiver Kegelschnitt. In zwei Gerade kann il, nicht 
zerfallen (2.). 

7. Der Kegelschnitt Ai von 2;, welcher einer beliebigen Geraden / 
von 2" entspricht, berührt die Fläche fl)* in vier Punkten itfj; dieselben 
ientsprechen den vier Punkten ilf , welche die Kemfläche JSC* mit l gemein 
hat. Legt man nämlich durch einen dieser Punkte M eine beliebige jP* 
des Gebüsches, so schneidet dieselbe in M und einem zweiten Punkte AT 
die Gerade /, und ihr entspricht in 2*1 eine Ebene, welche mit dem Kegel- 
schnitt Ai zwei Punkte M^ und JV^ gemein hat; wenn aber jene F^ den 
Punkt M zum Doppelpunkt hat, so fallt AT mit M zusammen, und die ihr 
entsprechende Berührungsebene von <P* tangirt folglich den Kegelschnitt Aj 
in ihrem Berührungspunkte M^ . — Einer beliebigen Linie % von 2 , welche 
die Kemfläche JSC* in n Punkten schneidet, entspricht ebenso eine Linie %^ 
von 2*1, welche in den zugehörigen n Punkten die Fläche <I>* berührt; doch 
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ist «1 doppelt oder dreifach n. s. w. zu zählen, wenn die Punkte der Linie x 
zu zweien oder dreien u. s. w. assocürt sind, so dass z. B. jedem Haupt- 
strahle von 2 eine doppelt gelegte Gerade entspricht (vgl. 2.). 

8. Einer beliebigen Ebene von 2 entspricht in 2^^ wie ich a. a. 0. 
näher auseinandergesetzt habe, eine Steinersche Fläche vierter Ordnung 
dritter Classe; den Geraden der Ebene entsprechen die Kegelschnitte, in 
welchen diese Fläche von ihren Beruhrungsebenen geschnitten wird. Aus 
der Abbildung der Steinerschen Fläche auf der Ebene von 2 ergiebt sich, 
dass die letztere drei Hauptstrahlen des Gebüsches enthält; dieselben ent- 
sprechen den drei Doppelgeraden der Fläche, welche sich in dem drei- 
&chen Punkte der Fläche schneiden. Die Hauptstrahlen des /^'-Gebüsches 
bilden demnach ein Strahlensystem dritter Classe siebenter Ordnung (2.), 
dessen Brennfläche , wie wir beiläufig erwähnen, der Kemfläche ÜC* asso- 
ciirt und von der 24sten Ordnung ist. Der Curve vierter Ordnung C^'\ 
in welcher JSC* von einer Ebene geschnitten wird, entspricht in ^i eine 
Raumcurve achter Ordnung, denn die C^* hat mit einer beliebigen F* 
des Gebüsches acht Punkte gemein; der Ebene aber entspricht eine 
Steinersche Fläche vierter Ordnung, welche die Fläche <&* in allen Punkten 
jener Raumcurve achter Ordnung berührt (7.). 

9. Das /^'-Gebüsch enthält im Allgemeinen zehn Ebenenpaare*), 
und die Kemfläche JSC* geht durch deren zehn Doppellinien. Jedem Ebenen- 
paare von 2 entspricht in 2^ eine singulare Berührungsebene von O*; 
nämlich 0* wird von derselben in allen Punkten des Kegelschnittes be- 
rührt, welcher der Doppellinie des Ebenenpaares entspricht (3. und 6.). 
Wenn alle Flächen des Gebüsches durch n Punkte gehen, von denen keine 
vier in einer Ebene liegen, so enthält, wie man leicht einsieht (2.), die 

Kemfläche K*' auch die — ^ — ^ Verbindungslinien dieser Punkte, und 

letztere sind Knotenpunkte von JSC* (vgl. 12.). Diese n Knotenpunkte 
entsprechen einem jeden Punkte des Raumes 2^ und sind jedem Punkte 
von 2 associirt ; ausser ihnen entsprechen einem beliebigen Punkte von 2^ 
noch 8— n Punkte. Die Doppeltangenten der Fläche (&*, welche den 



*) Vgl. dieses Journal Bd. 82, S. 76. 
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Strahlen eines beliebigen der n Punkte entsprechen (vgl. 10.)? bilden 
demnach ein Strahlensystem (8— w)*®"^ Ordnung; dasselbe ist von der zweiten 
Classe, d. h. es liegen nur zwei seiner Strahlen in einer beliebigen Ebene, 
weil einer Ebene von 2^ eine F^ des Gebüsches entspricht, von welcher 
im Allgemeinen zwei Gerade durch jenen Knotenpunkt gehen. Die Fläche 
<P* ist in diesem besonderen Falle von der Ordnung 2-(8— ii) = 16— 2«, 
weil die ihr entsprechende Kemfläche JSC* von einer beliebigen C** des 
Gebüsches in jedem der n Knotenpunkte zweimal und folglich ausserdem 
nur noch in 16—2« Punkten geschnitten wird (vgl. 3.). 

10. Wenn alle Flächen des Gebüsches durch einen Punkt A gehen, 
so ist jede durch A gelegte Gerade s ein Hauptstrahl von JT; ihr ent- 
spricht in 2^ eine zu s projective Gerade s^. Denn verbindet man zwei 
Punkte von 2; , welche zwei beliebigen Punkten von s entsprechen, durch 
eine Gerade s^ , so muss diese einer C^-^ von 2 entsprechen, welche in s und 
eine Raumcurve dritter Ordnung zerfallt; und betrachtet man s^ als Schnitt 
eines Ebenenbüschels von 2^ , so liegt die Punktreihe s perspectiv zu dem 
entsprechenden /^'-Büschel von 2 und ist folglich projectiv zu s^. In s^ 
giebt es hiemach einen Punkt ^, welchem in s nur der Punkt A ent- 
spricht, und zwar doppelt, so dass jede i^', welche einer durch A^ gehen- 
den Ebene von 2^ entspricht, in ^ den Hauptetrahl s berührt. Zwei 
beliebig durch A gelegten Strahlen s entsprechen nur dann, wenn sie auf 
einer F^ des Gebüsches liegen, zwei sich schneidende Gerade s^; die 
Punkte A^ dieser Geraden sind deshalb im Allgemeinen von einander 
verschieden. 

11. Jeder Ebene, welche durch zwei der Punkte A^ geht, ent- 
spricht in 2 eine i^', welche die zugehörigen beiden Hauptstrahlen und 
also auch deren Ebene im Punkte A berührt (10.); der Ebene «j, welche 
beliebige drei der Punkte A^ verbindet, muss demnach eine F^ ent- 
sprechen, welche in A drei verschiedene Berührungsebenen besitzt, d. h. 
eine Kegelfläche mit dem Mittelpunkte A. Daraus folgt, dass alle Punkte 
A^ von 2'i, welchen der gemeinschaftliche Punkt A des /^*- Gebüsches 
doppelt entspricht, in der Ebene a^ liegen. Weist man jedem Strahle s 
von A denjenigen Punkt A^ zu, welcher auf der entsprechenden Gera- 
den s^ liegt, so ist der Strahlenbündel A colUnear auf die Ebene a^ be- 
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zogen; denn jeder geraden Punktreihe von «f entspricht nach dem Vor- 
hergehenden ein ebener Strahlenbüschel von A. Einer durch A gehenden 
Ebene von 2 entspricht in ^ abgesehen von der Ebene «j eine gerad- 
linige Fläche dritter Ordnung ; dieselbe hat mit einer Geraden von 2^ drei 
Punkte gemein, weil die entsprechende C* mit der Ebene ausser^ nur 
drei Punkte gemein hat. Wird die Ebene durch Drehung eines Haupt- 
strahles s beschrieben, so erzeugt der entsprechende Strahl s^ die Fläche 
dritter Ordnung; letztere ist eindeutig auf die Ebene bezogen, und bildet 
mit der Ebene «i zusammen eine zerMende iSfein^rsche Fläche vierter 
Ordnung. 

12. Der Kegelfläche des /^*- Gebüsches, welche A zum Mittelpunkt 
hat, entspricht in der Ebene «i ein zu ihr projectiver Kegelschnitt (11.)? 
und ihren Strahlen entsprechen im Räume 2^ Strahlen ^^, welche in a^ 
liegen. Diese Strahlen s^ bilden in a^ einen Büschel sechster Ordnung; 
denn eine beliebige Gerade von 2^ schneidet sechs von ihnen, weil die 
entsprechende C*** mit der Kegelfläche A ausser ihrem Mittelpunkte noch 
sechs Punkte gemein hat. Ein beliebiger Strahl von A schneidet die 
Kemfläche JSC* ausser in A noch in den beiden Punkten, welche er mit der 
ihm assocürten Raumcurve dritter Ordnung gemein hat; von diesen beiden 
Punkten aber föllt der eine mit A zusammen, wenn der Strahl und folg- 
lich auch die ihm assocürte Raumcurve auf der Kegelfläche A liegt. Der 
Punkt A ist demnach ein conischer Kuotenj^nkt von JSC*, und sein Tan- 
gentenkegel ist eine Fläche des Gebüsches. Die Ebene a^ anderseits ist 
eine singulare Berührungsebene der Fläche O*; sie berührt die ö>* in allen 
Punkten des Kegelschnittes, welcher jenem Tangentenkegel in 04 entspricht 
Während einem beliebigen Punkte der Kemfläche JSC* nur ein einziger 
Punkt von <P* entspricht, haben alle Punkte dieses Kegelschnittes den 
Knotenpunkt A von JSC* zum entsprechenden Punkt. 

13. Jeder Ebene « des Knotenpunktes A^ welche einem Ebenen- 
paare von 2 angehört, entspricht in 2^ eine singulare Berührungsebene «^ 
von 0* (9.). Einem Punkte P^ von «1 entsprechen in 2 acht associirte 
Punkte, von welchen A und drei andere in « liegen; durch P^ gehen 
deshalb drei Strahlen der Ebene fj, welchen drei in « liegende Strahlen 

von A entsprechen. Die Kegelfläche A des jP'- Gebüsches wird von « 

12 • 
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in zwei Strahlen geschnitten, welche beide der Geraden «^a, ent- 
sprechen. 

14. Wenn alle Flächen des F*- Gebüsches ^w Punkt ^ mit ein- 
ander gemein haben, so bilden alle den Strahlen von A entsprechenden 
Doppeltangenten der Fläche ö>* ein Sbrahlensystem zweiter Glosse siebenter 
Ordnungi*) (9.). Je zwei Strahlen dieses Systemes können durch eine 
geradlinige Fläche dritter Ordnung verbunden werden, deren Erzeugende 
sämmtlich dem Systeme angehören; dieselbe entspricht (11.) einer durch 
A gehenden Ebene von 2 und berührt die Brennfläche O* des Strahlen* 
systemes in allen Punkten einer Raumcurve sechster Ordnung (vgl. 8.). 
Das Strahlensystem hat eilf singulare Ebenen, und zwar eine a^ mit einem 
Strahlenbüschel sechster Ordnung (12.) und zehn Doppelstrahlen, und zehn 
«1 mit Strahlenbüscheln dritter Ordnung und je einem Doppelstrahle 
c^i (13.). Seine Brennfläche ö>* ist von der vierten Classe und 14ten Ord- 
nung und wird von den eilf singulären Ebenen in allen Punkten je eines 
Kegelschnittes berührt (9. und 12.); von der singulären Ebene a^ wird 
sie ausserdem in einer Curve sechster Classe mit zehn Doppeltangenten 
geschnitten. 

15. Wir nehmen jetzt an, dass alle Flächen des Gebüsches durch 
zwei Punkte A^ B gehen, deren Verbindungslinie c heisse. Ist dann C^ 
der Punkt von 2;, welcher einem beliebigen dritten Punkte von c ent- 
spricht, so muss C^ allen PiAkten von c entsprechen; denn jeder durch 
C^ gehenden Ebene von 2^ entspricht eine durch c gehende F^ des Ge- 
büsches. Dem Punkte C^ entsprechen ausser der Geraden c noch vier 
Punkte C, welche einander und allen Punkten von c assocürt sind. Die 
vier Ebenenpaare, welche durch c und die vier Punkte C gelegt werden 
können, gehören zu dem /^'-Gebüsch, und ihnen entsprechen vier durch 
Cj gehende singulare Ebenen Xj von 2^) die übrigen sechs Ebenenpaare 
des /^'-Gebüsches schneiden die Gerade c in dem Punktenpaare A^ B. 
Die Punkte A und B sind die Mittelpunkte von zwei Kegelflächen des 
Gebüsches, welchen in 2i zwei durch C^ gehende singulare Berührungs- 
ebenen «1 und /?! der Fläche (&* entsprechen (12.). Jedem Punkte von 



*) Vgl. Kummer a. a. 0. S. 81. 
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flf, entsprechen abgesehen von A und B nur fünf Punkte der Kegel- 
fläche A (vgl. 12.); den Strahlen dieser Kegelfläche entsprechen deshalb 
in 2^ die Strahlen eines in a^ liegenden Büschels fünfter Ordnung. 

16. Weil zwei beliebig durch A oder B gelegte Gerade von 2 
projectiv auf die ihnen in 2^ entsprechenden Geraden bezogen sind (10.), 
so entspricht einer durch c gelegten Ebene g> im Allgemeinen eine gerad- 
linige Fläche zweiter Ordnung F^ von 2^; die beiden Regeischaaren der- 
selben entsprechen den Strahlenbüscheln A und B von (p und sind zu ihnen 
projectiv, der Geraden c entsprechen zwei durch C^ gehende und in «^ 
und ßi liegende Strahlen, und einer beliebigen Geraden von (p entspricht 
(6.) ein durch Cj gehender Kegelschnitt von F^. Der Ebene y,, welche 
in Cj die Fläche F^ berührt, entspricht eine F* des Gebüsches 2 , welche 
mit q> nur die Gerade c gemein hat, also eine von g> berührte Kegelfläche 
ist. Der Curve vierter Ordnung, in welcher die Kemfläche JSC* von der 
Ebene q> geschnitten wird, entspricht auf der Fläche <P* abgesehen von 
den Berührungs - Kegelschnitten der singulären Ebenen a^ und ß^ eine 
Raumcurve C?* vierter Ordnung erster Species, längs welcher <D* von F^ 
berührt wird (8.). Wenn die Ebene q> durch einen der vier Punkte C 
geht, so entspricht ihr eine singulare Berührungsebene x^ von (&* (15.), 
und den in ihr liegenden Strahlen von A und B entsprechen die Tan- 
genten eines Kegelschnittes von «j. 

Wenn q> den Ebenenbüschel c beschreibt, so beschreibt die Ebene 
y,, welche in C^ die Fläche Fl berührt, einen zu c projectiven Ebenen- 
büschel zweiter Ordnung ; denn zwei beliebige Ebenen der Bündel A und B 
werden von dem Ebenenbüschel c in zwei perspectiven Strahlenbüscheln 
geschnitten, und da A auf «i und B auf ß^ collinear bezogen ist (11.)? 
so entsprechen diesen Büscheln in a^ und ß^ zwei projective Punktreihen, 
deren Paare homologer Punkte auf den Ebenen jenes Büschels zweiter Ord- 
nung liegen. Zu demselben gehören insbesondere die singulären Ebenen a^, ß^ 
und die vier x^. Der Schnittlinie von zwei Ebenen dieses Büschels zweiter 
Ordnung entspricht im jP'-Gebüsch eine C* ^ durch welche zwei Kegelflächen 
gehen und welche in c und eine Raumcurve dritter Ordnung zerfällt; diese 
Raumcurve tangirt die Gerade c, und die beiden Kegelflächen fallen zu- 
sammen, wenn die beiden ßbenen sich unbegrenzt einander nähern. Wir 



94 R^y^y Strahlensysteme zweiter Classe, 

schliessen daraus, dass die Beruhrungsstrahlen des Ebenenbüschels zweiter 
Ordnung die Fläche Q^ im Punkte C^ tangiren und dass C^ ein Knoten- 
punkt von <P* ist. 

17. Alle Doppeltangenten der Fläche «)*, welche den Strahlen des 
Punktes A im vorliegenden Falle entsprechen, bilden ein Strahlensystem 
zweiter Classe sechster Ordnung*) (9.). Dasselbe kann durch eine Regel- 
schaar beschrieben werden, welche die Fläche <I>* längs einer C*-* berührt 
und deren Leitschaar ebenfalls aus Doppeltangenten von 4>^ besteht (16.). 
Seine Brennfläche ö>* ist von der vierten Classe und der zwölften Ordnung; 
sie ist auch von dem gleichartigen £trahlensystem, welches dem Strahlen- 
bündel B entspricht, die Brennfläche. Das Strahlensystem hat zwölf sin- 
gulare Ebenen, von welchen sechs, nämlich «i, ft und vier Ebenen «j, 
einem Ebenenbüschel zweiter Ordnung C^ angehören (16.); von den sechs 
übrigen s^ wird a^ in sechs Doppelstrahlen des Systemes geschnitten 
(vgl. 14.). Von dem System enthält «i einen Strahlenbüschel fiinfter Ord- 
nung (15.), /?! einen gewöhnlichen Strahlenbüschel Cj, welcher der Gera- 
den c von 2 entspricht (16.), jede der vier Ebenen x^ einen Büschel zweiter 
Ordnung (16.) und jede der sechs Ebenen «i einen Büschel dritter Ord- 
nung mit einem Doppelstrahle «^ (13.)« Die Brennfläche 0* hat einen 
Knotenpunkt C^ und wird von den 12 singulären Ebenen in den Punkten 
je eines Kegelschnittes berührt; von den Ebenen «i und A wird sie ausser- 
dem in je einer Curve fünfter Classe mit sechs Doppeltangenten geschnitten 
(s. 0.), und von jeder der sechs Ebenen «1 in zwei Curven dritter Classe 
mit je einer Doppeltangente «^«1 oder «TA« 

18. Wir nehmen jetzt an, dass alle Flächen des J^*- Gebüsches 
einem Dreiecke umschrieben seien, in welchem den Eckpunkten A^ Ä, C 
die resp. Seiten a, 6, c gegenüberliegen. Diesen Seiten entsprechen in 2^ 
drei Punkte A^^ Äj, C^ (15.)? und der Dreiecks-Ebene A, welche einem 
Ebenenpaare des Gebüsches angehört, entspricht in 2*1 die Ebene A^ B^ C^ 
oder Ai. Jedem Punkte von Ai entspricht in A abgesehen von A^ Ä, C 
ein einziger Punkt, und jeder Geraden g^ von Ai entspricht in A ein 



*) Dasselbe ist dem Strahlensystem 2. Ordn. 6. Cl. reciprok, welches Herr Kummer 
a. a. 0. S. 102 als „von der zweiten Art" bezeichnet. 
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durch A^ Ä, C gehender Kegelschnitt y; derselbe zerfällt in BC und eine 
durch A gehende Gerade g^ wenn g^ durch A^ geht. Dem Strahlen- 
büschel A von A entspricht umgekehrt der zu A projective Büschel A^ 
von Am ^öd einer beliebigen Geraden / von A entspricht in Ai ein 
zu / projectiver Kegelschnitt i^ (6.), welcher durch A^^ Ä^, C^ geht. 

Von devjenigen neun Ebenenpaaren « des Gebüsches, welchen A 
nicht angehört, gehen (15.) drei durch jede Seite und den gegenüber- 
liegenden Eckpunkt des Dreiecks ABC. Ihnen entsprechen demnach 
in 2^ neun singulare Ebenen «i , von welchen drei durch jeden der Punkte 
A^^ B^, Cj gehen. Den drei Kegelflächen des Gebüsches, welche A^ B 
und C zu Mittelpunkten haben, entsprechen in ^i drei durch resp. B^ 6\, 
C^A^ und A^Bj^ gehende singulare Ebenen «i, ß^^ri (12.)- 

19. Alle Doppeltangenten der Fläche <P*, welche den Strahlen des 
Punktes A nunmehr entsprechen, bilden ein Zahlensystem zweiter Classe 
fönfler Ordnung*). Dasselbe kann auf zweifache Art durch eine Regel- 
schaar beschrieben werden, welche die Fläche 0* in den Punkten einer 
C** berührt und deren Leitschaar gleichfalls aus Doppeltangenten von (D* 
besteht; diese veränderliche Regelschaar entspricht einem Strahlenbüschel 
von A^ dessen Ebene entweder durch AB oder durch AC geht (16.). 
Die Fläche ö>* ist die Brennfläche des Strahlensystemes sowie derjenigen bei- 
den Systeme zweiter Classe fünfter Ordnung, welche den Strahlenbündeln B 
und Centsprechen; sie ist von der vierten Classe und zehnten Ordnung. Das 
Strahlensystem hat 13 singulare Ebenen, und zwar (18., 17.) drei. An ßi »iid 
Yit mit Strahlenbüscheln erster Ordnung, sechs Xi mit Büscheln zweiter Ord- 
nung, drei «i mit Büscheln dritter Ordnung und je einem Doppelstrahle, und 
eine «» 'mit einem Büschel vierter Ordnung und drei Doppelstrahlen x^ «i 
(vgl. 14. und 17.). Durch jeden der drei Punkte A^^ Ä^, C^ gehen sechs 
von den 13 singulären Ebenen, z. B. durch B^ gehen Am «n Yi luid drei 
«1 (18.); diese sechs Ebenen liegen in einem Ebenenbüschel zweiter Ord- 
nung (16.). Die Brennfläche <P* hat A^^ B^ und C^ zu Knotenpunkten (16.) 
und wird von den 13 singulären Ebenen längs 13 Kegelschnitten berührt; 
von den Ebenen «i, ß^, Yv wird sie ausserdem in je einer Curve vierter 



*) Vgl. Kummer a. a. 0. S. 88. 
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Classe mit drei Doppeltangenten geschnitten, und von jeder der nenn 
Ebenen x^ in einem Kegelschnitte und einer Curve dritter Classe mit einer 
Doppeltangente (s. o.). 

20. Wenn alle Flächen des F'- Gebüsches einem Tetraeder ^ÄCI> 
umschrieben sind, so entspricht dem Strahlenbündel A ein Strahiensystem 
zweiter Classe vierier Ordnung*) von Doppeltangenten der Fjäche <P*. Das- 
selbe kann auf dreifache Art durch eine veränderliche Regelschaar be- 
schrieben werden, welche die (D* längs einer C** berührt. Die Fläche <P* 
ist von der achten Ordnung; sie ist die Brennfläche jenes Systemes und 
der gleichartigen drei Strahlensysteme, welche den Bündeln Ä, C und D 
entsprechen. Das Strahlensystem hat 14 singulare Ebenen ; vier derselben 
«19 A? Yvi ^i entsprechen den vier Kegelflächen A^ Ä, C, D des Gebüsches, 
vier andere a^, /9[, r[, rf^ entsprechen Ebenenpaaren, welche je eine dem 
Eckpunkte A^ B, C resp. D gegenüberliegende Tetraederfläche enthalten, 
die sechs übrigen x^ entsprechen den sechs Ebenenpaaren von 2", welche 
durch die drei Paar Gegenkanten des Tetraeders gehen. Von dem Strahlen- 
systeme enthält jede der sechs Ebenen /?i, ^i, <fi, ß[^ y[, d^^ einen gewöhn- 
lichen Strahlenbüschel, jede der sechs Ebenen x^ einen Büschel zweiter 
Ordnung und jede der beiden Ebenen «i und a[ einen Büschel dritter 
Ordnung mit dem Doppelstrahle «^ a|. 

Die Brennfläche O* hat sechs Knotenpunkte, durch welche je sechs 
von den 14 singulären Ebenen gehen; diese Knotenpunkte entsprechen den 
sechs Kanten des Tetraeders (16.). Die sechs singulären Ebenen eines 

• 

jeden Knotenpunktes berühren eine Kegelfläche zweiter Ordnung, den 
Tangentenkegel des Knotenpunktes (16.). In jeder der 6 Ebenen «i liegen 
zwei, in jeder der übrigen 8 singulären Ebenen liegen drei ton den 
6 Knotenpunkten, weil die entsprechenden Flächen des Gebüsches durch 
zwei resp. drei Kanten des Tetraeders A B CD gehen. Die Brenn- 
fläche (&* wird von den 14 singulären Ebenen längs 14 Kegelschnitten 
berührt, ausserdem aber von den sechs «i in je zwei Kegelschnitten und 
von den übrigen acht singulären Ebenen in je einer Curve dritter Classe 
mit einer Doppeltangente geschnitten. 



*) Vgl. Kummer a. a. 0. S. 81. 
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21. Wenn alle Flächen des JP'- Gebüsches einem räumlichen Fünf- 
eck 12 3 4 5 umschrieben sind , so entspricht dem Strahlenbündel 1 ein 
Sbrahlensystem zweiter Classe dritter Ordnung*). Dasselbe- kann auf vier 
verschiedene Arten durch eine Regelschaar beschrieben werden. Die Brenn- 
fläche (P* dieses Systemes ist zugleich von vier anderen, gleichartigen 
Strahlensystemen die Brennfläche ; sie ist von der sechsten Ordnung und hat 
zehn Knotenpunkte (tft), welche den zehn Kanten ik des Fünfecks ent- 
sprechen. Das Strahlensystem hat fönfzehn singulare Ebenen; fünf der- 
selben (i) entsprechen den flinf Kegelflächen des Gebüsches, welche die 
Eckpunkte t := 1, 2, 3, 4, 5 des Fünfecks zu Mittelpunkten haben, die übrigen 
zehn (t k l) entsprechen den zehn Ebenenpaaren des Gebüsches, welche je 
eine Fläche ikl und die gegenüberliegende Kante des Fünfecks 12 3 4 5 
enthalten. Von dem Strahlensystem liegt in jeder der fiinf Ebenen (1), 
(234), (345), (452) und (523) ein Büschel zweiter Ordnung und in jeder der 
übrigen zehn singulären Ebenen ein gewöhnlicher Strahlenbüschel, wie sich 
aus demVorhergehenden und aus der Abbildung auf den Bündel 1 sofort ergiebt: 

Durch jeden der zehn Knotenpunkte (ik) gehen sechs von den 
fünfzehn singulären Ebenen, z. B. durch (12) gehen die sechs Ebenen (1), 
(2X (123), (124), (125) und (345); dieselben liegen in einem Ebenenbüschel 
zweiter Ordnung (16.). In jeder von den fün&ehn singulären Ebenen 
liegen vier Knotenpunkte (iä), z. B. in (1) die vier Punkte (12), (13), (14), 
(15) und in (123) die vier Punkte (12), (23), (31) und (45). Zwei sin- 
gulare Ebenen haben entweder einen oder zwei Knotenpunkte mit einan- 
der gemein; in jeder Verbindungslinie von zwei Knotenpunkten aber schnei- 
den sich zwei singulare Ebenen, z. B. (1) und (123) in (12)(13), (125) 
nnd (345) in (12)(34). Die Brennfläche <D* wird von den 15 singulären 
Ebenen in je einem Kegelschnitte berührt und in je einem zweiten ge- 
schnitten. 

22. Wir wollen jetzt annehmen, dass alle Flächen des /^'-Gebü- 
sches einem räumlichen Sechseck 12 3 4 5 6 oder hiklmn umschrieben 
seien. Jede durch die sechs Eckpunkte i gehende jP* gehört dann zu 
dem Gebüsch. Die Kemfläche ÜC* desselben geht folglich durch die 



*) Vgl. Kummer a. a. 0. S. 71. 
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15 Kanten Tk des Sechsecks und durch die 10 Doppellinien seiner zehn. 
Paar Gegenebenen hi& , Imn ; sie geht ausserdem durch die Raumcurve 
dritter Ordnung k\ welche dem Sechseck umschrieben werden kann. Der 
Punkt (0) des Raumes 2^i, welcher einem beliebigen Punkte dieser Raum- 
curve ä' entspricht, muss allen Punkten von ä' entsprechen, weil jeder 
durch (0) gehenden Ebene tpi von 2^ eine F* des Gebüsches entspricht, 
welche durch sieben und folglich durch alle Punkte von k^ geht Jedem 
durch (0) gehenden Strahle von y» entspricht ausser fc' eine auf dieser jP* 
liegende Sehne von k^. Das Sehnensystem von k^ ist demnach projectiv 
auf den Strahlenbündel (0) bezogen, und zwar so, dass alle die coUinearen 
Strahlenbündel, durch welche es aus den verschiedenen Punkten von k^ 
projicirt wird*), reciprok auf den Bündel (0) bezogen sind. Den Tan- 
genten von Ä® entsprechen folglich im Bündel (0) die Strahlen einer Kegel- 
fläche zweiter Ordnung, und den durch k^ gehenden Kegelflächen des Gebü- 
sches, weil sie nur je eine Tangente von k^ enthalten, die Berührungs- 
ebenen dieser Kegelfläche (0). Auch leuchtet ein, dass die Tangenten 
und Punkte von k^ auf die Strahlen und Berührungsebenen der Kegel- 
fläche (0) projectiv bezogen sind. 

23. Jede Sehne der Raumcurve k^ ist ein Hauptstrahl des Gebü- 
sches und der k^ associirt (2.); ihre beiden sich selbst associirten Punkte 
sind conjugirt bezüglich aller Flächen des Gebüsches, also auch in Bezug 
auf Ä*. Die Kernfläche K^ wird folglich von den Sehnen der ä' in je 
vier harmonischen Punkten geschnitten, von den Tangenten dieser Raum- 
curve aber osculirt, so dass k^ eine Haupttangentencurve von K*' ist. Der 
Punkt (0) ist deshalb ein Knotenpunkt der Fläche 0\ und sein Tangenten- 
kegel ist der vorhin (22.) erwähnte Kegel zweiter Ordnung (0). Ausserdem 
hat 0^ noch 15 Knotenpunkte (ikX welche den 15 Kanten ik des Sechs- 
ecks entsprechen. 

24. Alle Doppeltangenten der Fläche 0\ welche den Strahlen des 
Punktes 1 im vorliegenden Falle entsprechen, bilden ein StraJUensysteni I 
zweiter Glosse zweiter Ordnung^^). Dasselbe kann auf fünf Arten durch eine 



*) Vgl. meine „Geometrie der Lage", IL Abth., S. 74. 
**) Vgl. Kummer a. a. 0. S. 52. 
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Regelschaar beschrieben werden und enthält die Erzeugenden von doppelt 
unendlich vielen geradlinigen F^ (14.)- Seine Brennfläche O* ist eine 
Kummersche Fläche vierter Classe und vierter Ordnung und zugleich von 
fünf anderen , gleichartigen Strahlensystemen II, IE, IV, V, VI die Brenn- 
fläche. Sie ist auf die Kemfläche JC* eindeutig abgebildet (3.); wie ÜC* 
von den Goordinaten der sechs Punkte 1, 2, 3, 4, 5, 6, so hängt auch 
sie von achtzehn Constanten ab und ist die allgemeine Kummersche 
Fläche. 

Das Strahlensystem I hat 1 6 singulare Ebenen ; sechs derselben (/) 
entsprechen den sechs Kegelflächen des Gebüsches, durch welche die Raum- 
curve k^ aus den Eckpunkten t = 1, 2, 3, 4, 5, 6 des Sechsecks projicirt 
wird, die übrigen zehn (ikl) entsprechen den zehn Ebenenpaaren des 
Sechsecks. Dem Ebenenpaare 123, 456 z. B. entspricht die singulare 
Ebene (123), welche auch mit (456), (213), (231) u. s. w. bezeichnet wer- 
den kann. Von dem Strahlensysteme I enthält jede der 16 singulären 
Ebenen einen gewöhnlichen Strahlenbüschel; der Mittelpunkt des in (Ikl) 
liegenden Büschels ist (kl) und derjenige des in (i) liegenden Büschels 
ist (1 1) für I > 1 und (0) ftr e = 1. 

25. Die Kummersche Fläche 0^ hat sechzehn Knotenpunkte (0) 
und (ik) und sechzehn singulare Ebenen (t) und (/äZ)*), welche (nach 24.) 
durch das Strahlensystem I einander zugeordnet sind wie folgt: 

Knoteopunkte: (0) (12) (13) (14) (15) (16) (23) (24) (46) (56) 

sing. Ebenen: (1) (2) (3) (4) (5) (6) (123) (124) (146) (156). 

Die sechs Ebenen (1), (2), (3), (4), (5), (6) gehen durch den Knotenpunkt (0) ; 
sie bilden ein Sechsseit, welches einer Kegelfläche zweiter Ordnung um- 
schrieben und auf das Sechseck 12 3 4 5 6 in der Raumcurve k^ projectiv 
bezogen ist (22.), so dass: 

(1) (2) (3) (4) (5) (6) :^ A» (1 2 3 4 5 6). 



*) Za der obigen, die Auffassung sehr erleichternden Bezeichnung der 16 Knoten- 
punkte und 16 singulären Ebenen der Kummerschen Fläche ist zuerst Herr H. Weber 
(in diesem Journal Bd. 84, S. 343) gelangt bei einer Untersuchung über die Charakte- 
ristiken der Thetafunctionen von zwei Veränderlichen. Dass sich diese Bezeichnung un- 
gesucht auch aus der rein geometrischen Beziehung zu dem räumlichen Sechseck 123456 
ergiebt, ist gewiss ein bemerkenswerthes Zusammentreffen. 

13* 
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Aach durch jeden der übrigen fünfzehn Knotenpunkte (ik) gehen sechs 
von den 1 6 singulären Ebenen ; dieselben berühren ebenMs eine Kegelfläche 
zweiter Ordnung (16.) und können durch (t*l), (t*2), iikS\ (f*4X (ikbX 
{ik6) bezeichnet werden, wenn (tkk) die Ebene (t) und {iki) die Ebene 
(k) bedeutet Durch den Knotenpunkt (12) z. B. gehen die sechs Ebenen 
(2), (1), (123), (124), (125) und (126), weü die ihnen entsprechenden 
Flächen des /'''-Gebüsches durch die Sechseck-Kante 12" gehen. 

26. In jeder der sechzehn singulären Ebenen liegen sechs von 
den sechzehn Knotenpunkten ; z.B. in (t) liegen die Knotenpunkte (tl), 
(t2), (i3), (i4), (t5), (t6), wenn (ii) den Punkt (0) bedeutet, und in der 
Ebene (123) = (456) Hegen die sechs Punkte (23), (31), (12), (56), (64), 
(45), wie aus der Beziehung von 2 zu l^ ohne Weiteres folgt. Der Kegel- 
schnitt, längs welchem die Fläche <2>^ von der singulären Ebene (123) oder 
allgemeiner (ikl) berührt wird, geht durch die sechs in der Ebene liegen- 
den Knotenpunkte; ihm entspricht nämlich die Doppellinie eines Ebenen- 
paares von 3 (9.), und diese schneidet die sechs den Knotenpunkten ent- 
sprechenden Sechseck - Kanten. 

Die 120 Verbindungslinien der 16 Knotenpunkte sind identisch 
mit den 120 Schnittlinien der 16 singulären Ebenen. Denn z. B. (0) und 
(12) Uegen beide auf (1) und (2); (12) und (13) Hegen auf (l) und (123); 
ebenso (12) und (34) auf (125) = (346) und zugleich auf (126) = (345). 

27. Der Strahlenbündel t ist (nach 11.) coUinear auf die Ebene (t) 
bezogen, wenn man jedem Strahle von t den Punkt zuweist, in welchem 
(0 von der entsprechenden Geraden des Raumes 2^ geschnitten wird. Be- 
zieht man anderseits die Bündel 1, 2, 3, 4, 5, 6 perspectiv auf das Sehnen- 
system der Raumcurve k^ und somit colHnear auf einander, so sind sie 
(22.) reciprok auf den Strahlenbündel (0) bezogen. Auf diese Weise wer- 
den folglich die Ebenen (1), (2), (3), (4), (5), (6) colHnear auf einander 
und reciprok auf den Bündel (0) bezogen; und zwar Hegt jeder Strahl 
des Strahlensystemes I in derjenigen Ebene von (0), welche dem Schnitt- 
j)unkto des Strahles mit der Ebene (1) entspricht, und jeder Strahl von (1), 
welcher durch den Punkt (0) geht, fäUt folglich mit dem ihm entsprechen- 
den Strahle des Bündels (0) zusammen. 

Alle Geraden des Raumes 2^^ welche in je einer Ebene «i von (0) 
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liegen und zugleich durch den entsprechenden Punkt E^ von (1) gehen, 
bilden einen linearen Strahlencomplex. Denn diejenigen von ihnen, welche 
durch einen beliebigen Punkt P, gehen, bilden einen gewöhnlichen Strahlen- 
büschel nr^, weil sie die Ebene (1) auf der dem Strahle (0)Pj entsprechen- 
den Geraden schneiden. Zu dem Complexe gehören alle Strahlen des 
Systemes I; in dem Nullsysteme, aus dessen Leitstrahlen es besteht, ist 
demnach jeder Strahl des Systemes I sich selbst zugeordnet, und jeder 
Punkt Pj ist der Verbindungsebene ti^ der beiden durch P^ gehenden 
Strahlen von I zugeordnet. • 

28. Die sechs Strahlensysteme zweiter Classe zweiter Ordnung 
I, II, ... , VI, welche den sechs Strahlenbündeln 1, 2, . . . , 6 von 3 ent- 
sprechen, bestimmen (27.) sechs verschiedene Nullsysteme*). Die gemein- 
schaftliche Brennfläche 0^ der sechs Strahlensysteme ist in jedem dieser 
Nullsysteme sich selbst zugeordnet, so dass jeder Ebene dieser Kummerschen 
Fläche ein in ihr liegender Punkt von <&*, jeder singulären Ebene aber 
ein Knotenpunkt zugeordnet ist Die Zuordnung der 16 Knotenpunkte 
und 16 singulären Ebenen in dem ersten dieser sechs Nullsysteme ist aus 
einer früher (25.) aufgestellten Tabelle ersichtlich; in dem tten der sechs 
NuUsysteme ist dem Knotenpunkte {kl) die Ebene (,ikl) zugeordnet, weil 
durch (kl) alle in Ukl) liegenden Strahlen des i ten Strahlensystemes gehen 
(vgl. 24.). Verbindet man die sechs Punkte, welche einer beliebigen Be- 
rührungsebene von 0^ in den sechs Nullsystemen zugeordnet sind, mit dem 
Berührungspunkte der Ebene, so erhält man die sechs in der Ebene 
liegenden Doppeltangenten von <2>^ ; ihrem Berührungspunkte ist die Ebene 
im Allgemeinen nicht zugeordnet. 

29. Dem Sechsseit (1) (2) (3) (4) (5) (6), welches (25.) zu dem 
Sechseck 1 2 3 4 5 6 auf A:' projectiv und einer Kegelfläche zweiter Ordnung 
umschrieben ist, ist in dem tten der sechs Nullsysteme das Sechseck (il) 
(t2) (i3) (i4) (i5) (16) zugeordnet. Dasselbe ist deshalb einem Kegel- 
schnitt so eingeschrieben, dass: 

(il) (i2) (i3) (i4) (ib) (16) A A» (1 2 345 6), für (11) = (0). 



*) Auf diese sechs Nullsysteme oder linearen „Fundamental -Complexe" hat (in 
den Math. Annalen II, S. 199 — 226) zuerst Herr F. Klein aufmerksam gemacht, von 
welchem auch die meisten Theoreme der folgenden Nummern herrühren. 
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In dem Arten der sechs Nullsysteme ist aber (28.) dieses Sechseck dem 
Sechsseit (iÄl)(tÄ2)(tÄ3)(iÄ4)CtÄ5)(tÄr6) zugeordnet, welches folglich 
ebenfalls zu fc' (1 2 3 4 5 6) projectiv ist. Und weil diesem Sechsseit, 
wenn beispielsweise i = 2, Är = 3 gesetzt wird, in dem ersten Nullsysteme 
das Sechseck (23) (31) (12) (56) (64) (45) zugeordnet ist, so muss auch 
letzteres zu ä* (123456) projectiv sein, üeberhaupt sind alle Gruppen 
von je sechs singulären Ebenen, die durch einen Knotenpunkt gehen, und 
alle Gruppen von je sechs Knotenpunkten, die in einer singulären Ebene 
liegen, zu einander und zu dem Sechseck 12 3 4 5 6 auf Ä* projectiv. 

30. Die 16 Knotenpunkte der Ktmmerschen Fläche (P^ liegen (nach 
26. und 29.) zu Sechsen in den 16 Kegelschnitten, längs welchen <P^ von 
den 16 singulären Ebenen berührt wird. Da je zwei dieser Kegelschnitte 
sich in zwei Knotenpunkten schneiden (26.), so können sie mit jedem 
nicht auf ihnen liegenden Knotenpunkte durch eine Fläche zweiter Ord- 
nung verbunden werden; diese F* aber geht durch noch einen zwölften 
Knotenpunkt und durch vier von den 16 Kegelschnitten. So z. B. liegen 
die zwölf Knotenpunkte der vier Kegelschnitte (1), (2), (134), (234) auf 
einer F\ ebenso diejenigen von (123), (345), (561) und (246). üeber- 
haupt giebt es sechzig Flächen zweiter Ordnung, welche je zwölf Knoten- 
punkte und je vier von den 16 Berührungs - Kegelschnitten enthalten, und 
ebenso sechzig Flächen zweiter Classe, welche je zwölf singulare Ebenen 
berühren. Z. B. die 12 singulären Ebenen, welche durch (0), (12), (34), 
(56) oder durch (12), (23), (34), (41) gehen, berühren eine Fläche 
zweiter Classe. 

31. Die beideh Punkte, welche einer Ebene in irgend zwei von 
den sechs Nullsystemen zugeordnet sind, sind homologe Punkte von zwei 
collinearen Räumen; letztere aber liegen involutorisch , weil die beiden 
Punkte einander in doppelter Weise entsprechen. Denn z. B. in den ersten 
beiden Nullsystemen sind (li) und (2 t) der Ebene (0, zugleich aber (2i) 
und (li) der Ebene (12 1) zugeordnet; femer (34) und (56) der Ebene 
(134) = (256) und umgekehrt (56) und (34) der Ebene (156) = (234). 
Die acht Punktenpaare (12) (0), (13) (23), (14) (24), (15) (25), (16) (26), 
(34) (56), (35) (46) und (36) (45) bestehen demnach aus je zwei zugeord- 
neten Punkten eines geschaart-involutorischen Systemes I II, in welchem 
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jeder gemeinschaftliche Leitstrahl der ersten beiden Nollsysteme sich selbst, 
und die Ebene (ItÄ) der Ebene (2tÄ) zugeordnet ist. Solcher involutori- 
schen Systeme giebt es fönfzehn , die wir mit I II, I HI, , V VI be- 
zeichnen. In jedem derselben ist diQ Kummer^che Fläche 0^ sich selbst 
zugeordnet, und zwar sind je zwei zugeordnete Punkte oder Ebenen der 
Fläche durch die beiden windschiefen Axen des Systemes harmonisch 
getrennt. Das Strahlensystem erster Ordnung und erster Classe, welches 
aus den sich selbst zugeordneten Strahlen eines dieser involutori- 
sehen Systeme besteht, wird von zwei der collinearen Ebenen (t) erzeugt 
(vgl 27J. 

32. Welcher Knotenpunkt von (P* einer beliebigen singulären 
Ebene in jedem der sechs NuUsysteme I, II, HI, IV, V, VI, oder einem 
beliebigen Knotenpunkte in jedem der fünfzehn involutorischen Systeme 
zugeordnet ist, ersieht man sofort aus der folgenden Tabelle (vgl. 28. 
und 31.): 

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (123) (124) (125) (126) (134) (135) (136) (145) (146) (156) 



I. 

II. 
III. 
IV. 

V. 
VI. 



(0) (12) (13) (14) (15) (16) (23) (24) (25) (26) (34) (35) (36) (45) (46) (56) 

(12) (0) (23) (24) (25) (26) (13) (14) (15) (16) (56) (46) (45) (36) (35) (34) 

(13) (23) (0) (34) (35) (36) (12) (56) (46) (45) (14) (15) (16) (26) (25) (24) 

(14) (24) (34) (0) (45) (46) (56) (12) (36) (35) (13) (26) (25) (15) (16) (23) 

(15) (25) (35) (45) (0) (56) (46) (36) (12) (34) (26) (13) (24) (14) (23) (16) 

(16) (26) (36) (46) (56) (0) (45) (35) (34) (12) (25) (24) (13) (23) (14) (15). 



Z. B. der Ebene (136) ist in dem IV. Nullsysteme der Knotenpunkt (25) 
und im VI. der Punkt (13) zugeordnet; diese Punkte (25) und (13) aber 
entsprechen einander doppelt in dem involutorischen Systeme IV VI. Auch 
die projective Beziehung der in zwei singulären Ebenen liegenden Gruppen 
von je sechs Knotenpunkten (29.) ist aus der Tabelle leicht zu ersehen; 
z. B. in den Ebenen (1), (123) und (135) ist: 

(0) (12) (13) (14) (15) (16) X (23) (31) (12) (56) (64) (45) Ä (35) (46) (51) (62) (13) (24). 

Den wichtigen Satz des Herrn H. Weber*), dass aus sechs passend 
gewählten Knotenpunkten, z. B. aus (12), (23), (34), (45), (51), (0) oder 



*) In diesem Journal Bd. 84, S. 349. 
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aus (23), (31), (12), (14), (25), (36), alle singulären Ebenen und die übrigen 
zehn Knotenpunkte linear construirt werden können, beweist man ebenfalls 
leicht- mit Hülfe der Tabelle (vgl. No. 25. und 26.). 

33. Drei beliebige von den sechs Nullsystemen, z. B. I, II und HF, 
bestimmen drei involutorische Systeme 11 III, III I und I II, ausserdem aber 
ein räumliches Polarsystem I II III. Sucht man nämlich zu irgend einem 
Elemente des Raumes die zugeordneten in I und II III, oder in II und m I 
oder in UI und I II, so erhält man homologe Elemente von zwei reciproken 
Räumen; diese Räume aber liegen involutorisch und bilden ein räumliches 
Polarsystem I II III, weil unserer Tabelle zufolge den Eckpunkten der acht 
Tetraeder: 

(0) (12) (23) (31), (0) (45) (56) (64), (23) (14) (15) (16), (56) (41) (42) (43), 
(31) (24) (25) (26), (64) (51) (52) (53), (12) (34) (35) (36) und (45) (61) (62) (63) 

die ihnen gegenüberliegenden Flächen entsprechen. Diese Tetraeder sind 
nicht blos von I II III, sondern auch von dem Polarsysteme IV V VI acht 
Poltetraeder, und das letztere Polarsystem ist folglich mit I II m identisch. 
Ebenso sind 1 11 IV und III V VI zwei identische Polarsysteme ; man erhält 
acht Poltetraeder derselben, wenn man in den vorstehenden Tetraeder- 
Ausdrucken die Ziffern 3 und 4 vertauscht. Ueberhaupt bestimmen die 
sechs Nullsysteme zu dreien zehn verschiedene Polarsysteme; in jedem 
derselben ist die Kummersche Fläche O* sich selbst zugeordnet, ihre 
16 Knotenpunkte sind die Pole ihrer singulären Ebenen und bilden zu 
vieren acht Poltetraeder. 

34. Die Ordnungsfläche des Polarsystemes I 11 III enthält alle 
Strahlen, welche in jedem der drei NuUsysteme I, 11 und UI sich selbst 
zugeordnet sind, und folglich auch die drei Paar Axen der involutorischen 
Systeme II III, HI I und I II ; denn diese Axen sind Leitstrahlen der von 
jenen Strahlen gebildeten Regelschaar. Ebenso enthält die Ordnungsflächo 
alle in IV, V und VI sich selbst zugeordneten Strahlen. Dieselben bilden 
die Leitschaar der vorigen Regelschaar; denn wenn beide Regeischaaren 
identisch wären, so gäbe es unendlich viele, in allen sechs Nullsystemen 
sich selbst zugeordnete Strahlen, und die zehn durch die Nullsysteme be- 
stimmten Polarsysteme hätten identische Ordnungsflächen, während sie doch 
von einander verschieden sind (33.). Die beiden Axen von II in sind 
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folglich in jedem der Nullsysteme IV, V, VI (und I) sich selbst zugeordnet 
und schneiden die Axenpaare der sechs involutorischen Systeme IV V, 

IV VI, , VI L Die Axenpaare von je drei involutorischen Systemen, 

welche (wie I II, HIIV und V VI) zusammen von allen sechs Nullsystemen 
abhängen, bilden demnach die drei Paar Gegenkanten eines Tetraeders. 
Uebrigens hat entweder eines oder jedes der drei Systeme 11 III, III I, I II 
zwei imaginäre Axen, weil die Ordnungsfläche des Polarsystemes I 11 HI, 
wenn sie reell und geradlinig ist, nur von zwei Paar Kanten eines Pol- 
tetraäders des Systemes in reellen Punkten geschnitten wird (vgl, 35.). 

35. In Bezug auf irgend drei von den sechs Nullsystemen, z. B. 
I, n und m, grnppiren sich die Punkte und Ebenen des Raumes zu Pol- 
tetragdem eines räumlichen Polarsystemes I II HI = IV V VI ; und zwar sind 
(33.) jedem Eckpunkte eines solchen Tetraeders in den drei involutorischen 
Systemen 11 III, m I, III die übrigen drei Eckpunkte und in den drei 
Nullsystemen die durch ihn gehenden Tetraöderflächen zugeordnet, und 
Analoges gilt von jeder Tetraederfläche. In Bezug auf die drei Null- 

• 

Systeme IV, V, VI gruppiren sich die Punkte und Ebenen zu anderen Pol- 
tetraSdem desselben Polarsystemes. Zwei Tetraeder, welche diesen beiden 
verschiedenen Gruppirungen angehören und eine gemeinschaftliche Fläche 
besitzen, haben auch den gegenüberliegenden Eckpunkt mit einander ge- 
mein, und ihre anderen sechs Eckpunkte, welche jener Fläche in den 
sechs Nullsystemen zugeordnet sind, bilden zwei Poldreiecke eines in 1 11 m 
enthaltenen ebenen Polarsystemes und liegen folglich auf einem Kegel- 
schnitt. In den sechs Nullsystemen sind sonach einer beliebigen Ebene 
sechs Punkte eines Kegelschnittes zugeordnet und einem beliebigen Punkte 
sechs durch ihn gehende Ebenen eines Büschels zweiter Ordnung. 

36. Ein beliebiger Punkt des Raumes bildet mit den fun&ehn 
Punkten, welche ihm in den funfisehn involutorischen Systemen zugeordnet 
sind, eine ähnliche Gruppe von 16 Punkten, wie die 16 Knotenpunkte 
der Kummer^cYiQVL Fläche. Die 16 Punkte dieser Gruppe liegen nämlich 
zu «echsen auf 16 Ebenen (genauer: Kegelschnitten), welche ihrerseits 
zu Sechsen durch die 16 Punkte gehen. In den sechs Nullsystemen sind 
(35.) jedem der 16 Punkte die sechs durch ihn gehenden Ebenen zuge- 
ordnet, und jeder der 16 Ebenen die sechs auf ihr liegenden Punkte; in 

Joarnal fttr Mathematik Bd. LZXXVI. Heft 8. 14 
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den zehn Polarsystemen sind jedem der 16 Punkte die zehn nicht, dareli 
ihn gehenden Ebenen, und jeder der 16 Ebenen die zehn, nlc^t auf ihr 
liegenden Punkte zugeordnet; in den f&nfzehn involutori^chen Systemen 
endlich sind jedem der 16 Punkte oder Ebenen der Gruppß diQ 15 übri- 
gen zugeordnet. Die 16 Punkte sind, wie leicht einzusehen ist^ die Knoten- 
punkte einer durch sie bestimmten üTt^mm^rschen Fläche,, welche ebenso 
wie ^ in jedem der sechs NuUsysteme sich selbst zugeordnet vsL Sfit ^ 
zugleich sind demnach dreifach unendlich viele Kummen^Yi^ Flächen be- 
stimmt. 

37. Das l^'-Gebüsch 2. durch welches wir zu der Kummer^chstL 
Fläche <2>^ gelangt sind, ist bestimmt durch vier seiner Flächen, von welchen 
drei beliebig durch die Raumcurve k^ dritter Ordnung gehen ; von der vierten 
wird k^ in den sechs Punkten 1, 2, 3, 4, 5, 6 geschnitten. Jenachdem 
nun keine, zwei, vier oder sechs von diesen Schnittpunkten reell sind, 
werden von den sechs zu der £t^m;7»«rschen Fläche gehörigen Str9hlen- 
systemen zweiter Classe und zweiter Ordnung keine, zwei, vier oder alle 
sechs reell*). Der letzte dieser vier Fälle, zwischen denen eine Anzahl 
geometrisch evidenter Uebergangsfälle und Ausartungen stehen, liegt den 
obigen Betrachtungen zu Grunde. Da die Verbindungslinie von. zwei con- 
jugirt-imaginären Punkten reell ist, so hat das Sechseck 12 3 4 5 6 in 
den beiden ersten Fällen drei und im dritten Falle sieben reelle Kanten; 
die Ät^mm^rsche Fläche hat demgemäss im ersten und zweiten Falle vier, 
und im dritten Falle acht reelle Knotenpunkte und singulare Berühmngs- 
ebenen. In dem ersten Falle, von welchem die ^em^&che Wellenfläche 
ein ziemlich specielles Beispiel ist, entsprechen die vier reellen singuläreti 
Ebenen vier imaginären Ebenenpaaren von 2, deren Doppellinien reell 
sind; sie gehen, wie sich daraus leicht ergiebt, durch keinen der vier 
reellen Knotenpunkte. In dem zweiten Falle entsprechen zwei reelle sin- 
gulare Ebenen den beiden reellen Ebenenpaaren des Sechsecks 12 3 4 5 6, 
und die beiden anderen den zwei Kegelilächen , durch welche k^ aus den 
beiden reellen Eckpunkten projicirt wird; die ersteren beiden singulären 



*) Vgl. die Mittheilong des Herrn F. Klein in der Münchener Naturforscher- 
Versammlung von ^1877 („Amtlicher Bericht" S. 95). 
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Ebenen schneiden sich demnach in zwei von den vier reellen Knoten- 
punkten nnd die letzteren in den beiden anderen. In dem dritten Falle 
liegen die acht reellen Knotenpunkte zu vieren in den acht reellen sin- 
gulSren Ebenen , und die letzteren gehen zu yieren durch die ersteren, 
wie sofort diOeucbUBlt 

Strassburg i, E., den 10. April 1878. 
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Die Abbüdnng von Kegelschnitten anf Kreisen. 

(Von Herrn Milinowaki za Weissenbnrg im Elsass.) 



Uie Frage der Einfthrung der Kegelschnitte in die Gymnasien, 
die in neuerer Zeit vielfach discntirt worden ist, hat das Bedürfiiiss her- 
vorgerufen, die harmonischen und Polareigenschaften, sowie die Sätze von 
Pascal und Brianchon für Kegelschnitte auf elementarem Wege abzuleiten. 
Die von Herrn Geiser herausgegebenen Vorlesungen Steiners über synthetische 
Geometrie, zusanmiengefasst unter dem Titel „die Theorie der Kegelschnitte 
in elementarer Darstellung" enthalten eine Ableitung der genannten Eigen- 
schaften und Sätze nur mit Hilfe des Kegels, nicht durch blosse Betrach- 
tungen in der Ebene, und auch anderweit ist eine solche, soviel bekannt, 
nicht gegeben. Für die Parabel hat eine kleine Schrift „die Kegelschnitte 
fiir die Repetition in der Gynmasialprima, behandelt von Dr. Max Simon, 
I. Abtheilung: die Parabel", die Polareigenschaften, jedoch nicht mehr 
die Sätze von Pascal und Brianchon bewiesen. Im Folgenden werden 
durch die Abbildung der Kegelschnitte auf einem Kreise elementare Ab- 
leitungen jener Sätze mitgetheilt. 

I. Gegeben seien ein Punkt F und ein Kreis Ä" mit dem Mittel- 
punkt F' und dem Radius 2a; der geometrische Ort des Mittelpunktes 
eines Berührungskreises an K\ der durch F geht, ist ein Centralkegel- 
schnitt K mit den Brennpunkten F und F' und det grossen Achse 2a. 
Beschreibt man um die Punkte einer Geraden l mit ihren Entfernungen 
von F Kreise, so bilden diese einen Büschel, dessen Grundpunkte F und F^ 
sind, letzterer der Gegenpunkt von F für Z. Unter diesen Kreisen giebt 
es zwei, welche K' berühren ; ihre Mittelpunkte seien A und Ä, ihre Be- 
rührungspunkte A' und B'; es liegen natürlich AA'F' und BB'F' je 
in einer Geraden. Wir nennen A' und B' die Bilder von A und B. 
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Die Senkrechten von A auf FA' und von B auf FB' sind Tangenten 
an K; sie schneiden sich in C, und der um C mit CF beschriebene 
Kreis trifft JE^' in ^' und B\ Legt man durch C eine beliebige Ge- 
rade g^ welche K in D und E schneidet, dann gehören die um Q D, E 
mit CF, DFj EF beschriebenen Kreise einem Büschel an, und da die 
letzteren Ä" in Z>', E' berühren, so sind D'E* durch A'B* harmonisch 
getrennt. Hinaus folgt: Zieht man durch einen beliebigen Punkt C an K 
die Tangenten CAj CB und die Secante CDE, so sind die Bilder A'B' 
der Berührungspunkte durch die Bilder D'E' der Schnittpunkte harmonisch 
getrennt, und die Tangenten in D und E an K schneiden sich auf AB 
in £7; denn schneidet die Tangente in i9 die / in &, so muss die Tan- 
gente von & an £ durch IL gehen, weil die Bilder AB' durch die 
Bilder der Berührungspunkte harmonisch getrennt sind. 

Wir schneiden K und Ä" durch CF' in HJ und H*J\ so sind 
die letzten Punkte durch A'B* harmonisch getrennt, es müssen sich also 
die Tangenten in ^'jB' an i^' auf CF' schneiden; wir nennen den Schnitt- 
punkt C derselben das BUd von C und haben damit das Princip gewonnenj 
die Ebene auf sich selbst abzubilden. — Die Tangenten in D'E' müssen 
sich in einem Punkt G' von GF' schneiden; da aber A*B' durch D'E* 
harmonisch getrennt sind, so liegt G' auf A'B' und C auf D'E\ d. h. 
die Bäder aller Punkte^ von denen sich Tangenten an K ziehen lassen und 
die auf einer Geraden l liegen, welche K in AB schneidet^ liegen wieder auf 
einer Geraden /', welche K' in den Bildern A'B' von AB schneidet. Wir 
nennen t das Bild von L 

Durch C ziehen wir eine Gerade a, welche K in LM trifft, schnei- 
den K mit GL und GM in N und O, so müssen CNO in einer Geraden 
liegen; denn nach dem letzten Satze liegen, wenn L'M'.N'O' die Bilder 
von LMNO sind, C'L'M', G'L'N', G'M'O' je auf einer Geraden, und da 
deshalb nach einem bekannten Satze vom Kreise auch C'N'O' in einer 
Geraden sich befinden, so müssen dies auch CNO thun. Wir nennen, 
noch P den Schnittpunkt von LO und MN und GP die Polare von G 
CP digemge von G. Es mögen sich noch L'O' und M'N' in P' schnei- 
den. Sind ÄS und R'S' die Schnittpunkte von CP und CP' mit K 
und K', so sind F'{RSCP) und F'(R'S'C'F) harmonische Büschel, von 
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deren Strahlen FR und FR\ FS und F'S\ FC und FC und ddier 
auch FP und FP' zusanunenMen ; es liegen also PFF' in einer Ge» 
raden. Daher nennen mr P' das BUd von P und haben soinU auch atte 
dt^femgen Punkte abgebüdelj von denen sieh Tangenten an K nicht ziehen 
lassen. Es folgt: Liegen auf einer Geraden Z, ix>dche K m^neidet 4' Aar* 
manische Punkte, so sind ihre Bilder auch 4 harmonische PutAte antf V. 

Der Punkt P ist der Schnittpunkt von AB und J9J?, wie fflch 
unmittelbar aus den Eigenschaft^! des YoUstftndigen Yierseits ergiebt 
Daraus ergiebt sich femer, dass jede durch P gezogene Sehne von P und 
der Geraden C67 harmonisch getheilt wird. Wifr nennen CG die Poiare van P; 
(von P lassen sich keine Tangenten an K ziehen). Die Bilder aller 
Punkte von CG Uegen so, dass sie mit P' alle durch P' gezogenen Sehnen 
harmonisch theilen, also auf der Geraden CG'. Nun ei^ben sich ganz 
allgemein die Sätze: Die Bilder aUer Punkte einer Geraden liegen wieder 
auf einer Geraden, dem Bilde der ersten; die Bilder aller Geraden durd^ 
einen Punkt schneiden sich im Bilde des Punktes; die Bilder von 4 harmoni^ 
sehen Elementen sind wieder harmonisch, diejenigen von Pol und Polare auch 
Pol und Polare. Hieraus folgen f&r den Kegelschnitt K die Sitze, sofern 
man sie als bewiesen f&r den Kreis annimmt: 1) Die Polaren von 4 Aar- 
manischen Punkten sind harmonische Strahlen; 2) der Satz von Pascal; 
3) der Satz von Brianchon. 

II. Eine andere ebenso einfache Methode zur Herleitung beruht 
auf einer bekannten Goustruction der Tangenten von einem Punkt A an 
einen Centralkegelschnitt K. Ist F der eine Brennpunkt desselben, so 
beschreibe man über der grossen Achse als Durchmesser den Kreis K' 
und ebenso über AF als Durchmesser den Kreis a, welcher tT in A!^A!^ 
schneidet; dann sind AA[ und AA!^ die Tangenten von ^ an JSl Es 
mögen sich die Tangenten in A[A^ Ka K' ia A treflfen; wir nennen A 
das BUd von A. Liegt A auf IT, so liegt A auf K\ n&mlich in dem- 
jenigen Punkte, in welchem der Kreis u den Kreis K' berührt Der 
Punkt A bewege sich auf einer Geraden /, von der angenommen werden 
soll, dass sie K nicht schneide ; alle Kreise a bilden einen Büschel, dessen 
Grundpunkte F und der Fusspunkt ¥^ des von F waS l geMten Perpen- 
dikels sind. Daher laufen alle Geraden A!^A!^ durch einen Punkt L\ und 
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die Schnittpuiikte Ä der Tangenten in^^ liegen anf einer Geraden /', 
der Polare von L' für K'. Wir nennen V das Büd wm l. Anf / seien 
BCDE 4 harmonische Punkte; dann sind F(JBCDß) 4 harmonische 
Strahlen. Die Mitten a363>(S der Sirecken FB, FC, FD, FE, Uegen 
sämmtlich auf einer Geraden, der Centrale des Kreisbüschels aßrdB\ daher 
sind ilf(93(53>S) harmonische Strahlen^ wenn M der gemeinsame Hittel- 
punkt von K und K' ist Diese 4 Strahlen stehen auf den 4 Potenz- 
linien der Kreise ßyis mit dem Kreise K* senkrecht, also sind auch diese 
4 harmonische Strahlen, ihre Pole B'C'D'E' daher 4 harmonische Punkte« 
Es folgt: Sind BCDE 4 solche harmonische Punkte einer Geraden Ij von 
denen sich Tangenten an K ziehen lassen, so sind die Bilder B'C'D'E* auch 
4 harmonische Punkte. 

Um das Bild eines Punktes A zu construiren, hat man über AF 
als Durchmesser einen Kreis a zu zeichnen und in seinen Schnittpunkten 
mit K' die Tangenten zu ziehen, deren Durchschnitt A das Bild von A 
ist, d. h. A ist der Pol der gemeinschaftlichen Sehne der Kreise a und K\ 
Liegt A so, dass sich von ihm keine Tangenten an K ziehen lassen, so 
construire man über AF als Durchmessefr den Kreis a und den Pol A 
der Potenzlinie der Kreise IT und «; dieser ist das Bild von A. Wie 
vorher beweist sich nun ganz allgemein: Die Bilder von 4 harmonischen 
Punkten oder Sirahlen sind wieder harmonisch. Hieraus folgen aber die 
Polareigenschafl;en und der Satz von Pascal — Das Bild der unendlich 
entfernten Geraden ist die Leiäiniej das Büd des Mittelpunktes der Brenn- 
punkt F; die Bilder der Endpunkte der grossen Achse und des Schnittpunktes 
der Leiäinie mit der kleinen Achse von K fallen mit diesen Punkten zusam- 
men; sonst giebt es keinen Punkt; der mit seinem Bilde zusammenfallt. 

m. Eine dritte Art der Abbildung der Centralkegelschnitte beruht 
ftr die Ellipse auf dem bekannten Satze: „Construirt man über der 
grossen Achse SS^ einer Ellipse K mit den Halbachsen a und b den 
Kreis K', so vwhalten sich die in einem Punkte L von SS^ errichteten 
senkrechten Kreis- und Ellipsensehnen C C[ und CC^ wie aib. 

Der diesem Satze analoge für die Hyperbel scheint bis jetzt nicht 
bemerkt zu sein; beide Sätze lassen sich gleichzeitig auf folgende Art 
ableiten: Im Punkte C des Kegelschnittes K ziehe man eine Tangente, 
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welche die grosse Achse SS^ in A, den Kreis K' in BB^ trifft Sind 
FF^ die beiden Brennpunkte von Kj so sind BF und B^F^ senkrecht 
auf BB^. Verlängert man FB über B hinaus um sich selbst bis $, so 
treffen sich BB^ und ^F^ im BerOhrungspunkt C; daher sind BB^^ durch 
A und C harmonisch getrennt Von C fälle man auf SS^ die Senk- 
rechte CL, schneide mit ihr, Ms K Ellipse ist, £' in C oder ziehe, 
wenn K Hyperbel ist, von L an iST' die Tangente LC\ dann liegt im 
letzten Falle C senkrecht über A^ weil ACBB^ harmonisch sind. Aus 

ähnlichen Dreiecken folgt 

AB : BF =: AL i CL 

AB, : Ä,f\ = AL : CL 

und hieraus durch Zusammensetzen, da 

AB . AB^ = AC\ BF* B^F^ = Ä» ist, 
AC \b^AL: CL. 

Da A AC*L cf^MÜL^ wenn M der Mittelpunkt von K und JT, 

so ist 

AC : AL = CM : CL = a: CL, 

also: 

CL : CL = a: b. 

Für die Hyperbel: Zieht man von einem Punkt L der grossen Achse einer 
Hyperbel die halbe senkrechte Hyperbelsehne CL und die Tangente LC an K' 
SO verhält sich CL : CL =^ b: a. 

Hält man fest, dass C und C auf derselben Seite der grossen 
Achse liegen, so ist durch die beiden genannten Sätze ein eindeutiges 
Entsprechen zwischen den Punkten von K und JSC' hergestellt und weiter 
eine vollständige Abbildung der £- Ebene auf die £- Ebene begründet 
Ist nämlich D ein beliebiger Punkt der Ellipsenebene, Z)!D die Senkrechte 
auf ÄSj, />' derjenige Punkt derselben, so dass Z>'D : D7) = ai b, und 
nennt man !)* das BUd von Z>, so ist die Abbildung vollzogen und zwar 
folgt sofort aus ähnlichen Dreiecken: Die Bilder aller Punkte einer Ge- 
raden l liegen wieder auf einer Geraden l\ dem Bilde von /; l und V 
schneiden sich auf der grossen Achse; die -Bilder aller Geraden durch 
einen Punkt schneiden sich im Bilde des Punktes. — In analoger Weise 
wird durch den zweiten Satz die Hyperbelebene abgebildet Ist K* die 
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gleichseitige Hyperbel mit derselben grossen Achse S8^ nnd schneidet man 
K' mit CL in C\ so ist C'L^C'L, also CL: CL = bi a. Die Eigen- 
schaften von K" ergeben sich aber ans denen des Kreises K ans dem 
Umstände, dass ü C durch einen Endpunkt der grossen Achse geht und 
dass die aus C" und C gefällten Lothe die grosse Achse harmonisch 
theilen. Aus den Abbildungen ergeben sich die Polareigenschaften und 
der Satz von Pascal Sind diese Sätze för die Ellipse bewiesen ^ so fol- 
gert man sie für die Hyperbel aus der folgenden Eigenschaft: Theilt man 
die grosse Achse SS^ einer Hyperbel harmonisch in L und X/^, so dass 
L auf der Verlängerung liegt, epichtet in L und L^ Lothe , von denen 
das erste die Hyperbel in C und D schneidet, so treffen die Geraden CS 
und DS das zweite Loth in den Punkten C und D' und diese durch- 
laufen, wenn L und L^ sich ändern, eine Ellipse mit der grossen Achse SS^. 
IV. Die in I. und IL entwickelten Methoden leiten fOr die Parabel 
nicht mehr den Pascalschen Satz ab, sondern nur die Polareigenschaften, 
wenn man den einen Brennpunkt ins Unendliche rücken lässt. Man kann 
jedoch die genannten Sätze für alle drei Kegelschnittsarten gleichzeitig aus 
der folgenden Definition entwickeln. Der Ort des Mittelpunktes eines 
Kreises, der 2 feste Kreise K' und K^ mit den Radien r und r, und den 
Mittelpunkten F und F^ berührt, ist ein Kegelschnitt K mit den Brenn- 
punkten F und F^ . Im folgenden nehmen wir an, die Berührung geschehe 
bei beiden Kreisen in demselben Sinne. Sind A und B zwei Punkte 
von K^ so lassen sich um dieselben zwei Kreise a und ß beschreiben, 
welche K[ in A' und B' berühren; diese Punkte liegen auf den Gera- 
den FA und FB. Wir nennen A' und B' die Bilder von A und B. 
Ist 91 der äussere Aehnlichkeitspunkt der Kreise K' und £/, so lässt sich 
um 91 ein Kreis St beschreiben, der alle Kreise aß . . . ^ welche K und 
K!^ m gleichem Sinne berühren, rechtwinklig schneidet Hieraus folgt: 
Der Kegelschniü K ist der Ort des Mittelpunktes eines Kreises, welcher einen 
K' von 2 festen Kreisen berührt und den anderen St rechtwinklig schneidet 
Auf der Geraden AB^ die wir / nennen, wählen wir beliebig G und 
4enken um G deji Kreis r construirt, welcher St rechtwinklig schneidet, 
so gehört er mit « und ß demsey}en Büschel an; er treffe K' in D'E\ 
dann werden: diese \Punkte duicla A'B' harmonisch getrennt Jede durch 
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G gezogene Gerade l^ trifil £ in 2 Punkten A^B^^ deren Bilder J[Bl 
auf K* durch D'E' harmonisch getrennt sind; es müssen demnach D'E* 
die Bilder der Berührungspunkte DE der von 6? an JST gezogenen Tan- 
genten de sein. Die Geraden AB, J^j^B^, . . . schneiden sich im Pol G' 
der Geraden D'E'; wir nennen' G' das Büd van G. — Die Kreise um die 
Punkte der Tangente d, welche Jt rechtwinklig schneiden und demnach 
einen Büschel bilden, müssen einen Grundpunkt in D* haben; der andere D[ 
muss auf 91Z)' liegen, weil Jt sämmtliche Kreise des Büschels rechtwinklig 
schneidet. Da die Centrale des Büschels auf der gemeinschaftlichen Sehne 
senkrecht steht, so ergiebt sich folgende Construction der Tangenten von 
G an Kl Man construire um G den KreiSj der St rechtumklig schneid^ 
bestimme seine Schnittpunkte D*E' mit K' und fäüe van G auf die Geraden 
^D' und 31E* die Senkrechten, sa sind es die Tangenten. 

Als Resultat ergiebt sich unmittelbar : ZieM man durch einen Punkt 
G an K die Tangenten GD und GE und eine Secante GAB, so werden 
die Bilder D'E' der Berührungspunkte durch die Bilder A'B' der Schnitt' 
punkte harmonisch getrennt und hieraus : Die Tangenten in A und B an K 
schneiden sich auf der Berührungssehne DE. Die weitere Ausfährung ist 
ganz wie in I. Lassen wir F^ ins Unendliche rücken, so geht der Kreis 
Kl in eine Gerade, der Kegelschnitt K in eine Parabel über, die sich 
demnach auf K' ebenso abbilden lässt, wie ein Centralkegelschnitt. Es 
sind somit die Polareigenschaften und der Satz von Pascal für alle Kegel- 
schnitte abgeleitet. 

Ist 2a die grosse Achse eines Kegelschnitts, so lässt sich derselbe 
immer als Ort des Mittelpunktes eines Kreises betrachten, welcher 2 Kreise 
berührt, deren Mittelpunkte die Brennpunkte sind und welche 2a zur 
Summe oder Differenz der Radien haben. Dabei kann 2a = oo werden. 
Somit lässt sich Jeder Kegelschnitt auf irgend einem Kreise um einen seiner 
Brennpunkte abbilden. 

Diese Eigenschaft steht in innigem Zusammenhang mit deijenigen, 
dass Jeder Kegelschnitt sich in Bezug auf irgend einen Kreis um einen Brenn- 
punkt in einen Kreis palarisiren lässt, für die ich eine durch ihre Kürze 
bemerkenswerthe Ableitung mittheile. • 

Um den Brennpunkt F des Kegelschnittes K sei ein Kreis K be- 
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schrieben, AA^ sei eine Brennpunktssehnc von K^ A^ irgend ein Punkt 
von K. Die Tangenten in A und A^ treffen sich in Ä^, in A und A^ 
in Ä,; die Polaren von B^B^ AA^A^ seien b^b^aa^a^^ und es muss 
A(ft^a) = (*^iiJ = 90" sein, in A. B,FA = B,FA,^ 90^ ist; femer ist 
/^ A^FB^^ AFB^^ aho auch ^(ft,a) = (*,«,). Dreht sich nun AA^ um 
F^ so durchläuft B^ die Leitlinie l von Ä^ also dreht sich die Polare von 
B^ nach K' um einen festen Punkt L. Die polarisirte Figur St hat also 
die Eigenschaft, dass die Tangenten in den Endpunkten jeder durch L 
gezogenen Sehne auf dieser senkrecht stehen, und dass femer jede Sehne 
mit den Tangenten in ihren Endpunkten gleiche Winkel bildet; also ist 
4t «in Kreis. 

Die mitgetheilten Methoden machen die Theorie der Kegelschnitte 
«nd besonders ihre Polareigenschaften und den einen Femblick in die 
projectivische Geometrie gewährenden Satz des Pascal in durchaus elemen- 
tarer Weise, im Anschluss an die Lehre vom Kreise, unseren Schulen 
zugänglich. 

Weissenburg, Febraar 1878. 
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Darstellimg binärer Formen auf dec enbisehen 

Ranmcnrye. 

(Von Herrn R, Sturm in Münster i. W.) 



1. Jjedenten x,y die homogenen Parameter, mit deren Hilfe alle 
Punkte einer Geraden auf zwei feste unter ihnen, die Gnmdponkte, be- 
zogen werden, so mögen die n Punkte, deren Parameter eine bin&re Form 
fiten Grades U^ in ar, y zum Verschwinden bringen, die die Form dar- 
stellenden Punkte heissen. 

Es seien zwei binäre Formen nten and t'ten Grades 

Vi = v* + (i) *. *'■- y + (;) *. *•■"' y* + • • • 

(»• ^ n) 

gegeben; man ersetzt in F,- die Variablen x, y durch die Differential- 
Symbole — , , also x^t^—^ durch (— 1)*— * — t — ^-r- und operirt auf 

dy dx dyr dx* '^ 

{/^, SO erhält man bekanntlich, wenn t = n ist, eine Constante, und wenn 
t <», eine Form (n— t)ten Grades FF^_^, welche durch die (ite gevnischte) 
Polare der i Punkte V^ in Bezug auf die n Punkte f/^*) dargestellt wird. 
Vereinigen sich die t Punkte V^ in einen, 0, so sind die W^^_^ die har- 
monischen Mittelpunkte (»— t)ten Grades von oder bilden die reine tte Po- 
lare des Punktes 0, oder, wie Herr Reye vorschlägt, die Polare des t-ÜEu^hen 
Punktes in Bezug auf U^. 



*) Die in Klammer gesetzten Worte sind eigentlich fiberflüssig. 
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Setzt man 

(* von bi« n — i), 
80 ist 

Die Constante, die sich bei i=n ergiebt, ist 

^0 == «0 *n — (r) «1 *n-i + ( «) «2 *n-« • 

2. Verschwinden sämmtliche Grössen cj^^ so nennt man, analog zn 
Herrn Reye^ Bezeichnung im temären und qnatemären Gebiete*), die 
Form oder Pnnktgrappe V^ apolar zu der Form oder Punktgruppe U^. 

Ji-4- 1 

Wenn n ungerade und t = — 5— ist, so giebt es nur eine einzige 

zu U^ apolare Form (^-5- jten Grades, z. B. bei einer cubischen Form 
nur eine apolare Form zweiten Grades; die Bedingungsgleichungen sind: 

^0 = «0 *« — 2«! *i + flj *o = 0» 

c^= «1 *2 — 2a, *j + «3 Äo = 0; 

woraus sich ergiebt: 

Äo : 2*1 : *g = «0 o, — «• : Oo ÖS — «1 a, : «1 Oj — aj, 

also ist die zu U^ apolare Form zweiten Grades die Hessesche Form H iSalmons 
Lessons introductory to the modern higher Algebra, 3"* Edition, 1876, auf 
die ich mich im Folgenden stets beziehen werde, Nr. 195; sie entspricht 
yA in den „binären Formen" von Clebsch S. 114). 

Wenn / > y , so ist das System der zu U^ apolaren V^ von 

(2t— n—l)-facher Unendlichkeit oder (2f— 11— l)ter Stufe, also, wenn ;=«, 
(n— l)ter Stufe. 

Im letzteren Falle besteht nur eine Bedingung: ^^=0; deshalb 
giebt es zu n Formen nten Qrades U\ U*\ • • • , V^^^ stets eine gemeinsame 



Z^) Dieses Journal Bd. 78 S. 104, 3d. 79 S. 163. — Mit dem Falle t=rii, 
insbesondere j = n = 2, haben sich schon früher Hesse , Faure^ Sahnon, 8t Smith^ 
Ftcquety Roaanes besdiäftigt 
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apolare Form nten Grades j die dann, weil die Bedingnngsgleichung der 
Apolarität zweier Formen in den Coefficienten jeder von ihnen linear ist, 
auch zu allen Formen 



J WJI 



V + »" ü" + 



• • • 



x(») (Jin) 



apolar ist, oder, was bei Formen desselben Grades das nämliche ist, zn 
welcher alle diese Formen apolar sind. 

Diese Combinante nten Grades von n Formen dieses Grades ist 
offenbar : 

^,-^"'y, j?^""*yS---, (-i)V 

fl'ni ö'n-i» «n-«» *••> «o 






«0 






n— «' 



• • • 



a 



(») 



welche, wie man durch Yergleichung der Ck)efficienten von x" (was nach 
Salmon Nr. 147 genügt) findet, abgesehen von einem nomeiischen Factor 
and dem Vorzeichen, identisch ist mit: 






tf»-» ü" 



• • 



rf»-» ü(») 



rf«"-»rfy' dx^-*dif* 



da^-' dy 



In dem Systeme 






rfy» 



-1-' •••' 



rf»-! crW 



V 



-1 



k'17' + 



• • • 



f(») ü(») 



giebt es bekanntlich it nte Potenzen; sei 

5» = »; «7' + . • . + x(f*) t7<^) 

eine derselben, so zeigt sich dnrch Addition der mit 4,«oV*'«r^ mnltiplicirten 
zweiten, dritten, • • • , nten Colonne zu der mit xö mnltiplicirten ersten in 
der zweiten der eben geschriebenen Determinanten, dass t ein Factor 
jedes Elements der ersten Colonne, also auch der Determinante wird. 
Unsere Combinante ist denmach das Product der n linearen Formen, deren 
nte Potenzen sich im Systeme « 17' + • • • + «('») U^^) befinden. 
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Dies hat auf einem etwas abweichenden Wege schon Herr Rosanes 
— der „conjugirt" statt „apolar" sagt — gefunden*) und so ausge- 
sprochen : 

y^Die zu einer Form ü^ apolaren Formen V^ lassen sich auf die 

Form «1 Sjf -H «1 SJ + • • • + «n SS bringen:, wenn gj^ |„* • • g^ die (von einander 
verschiedenen) linearen Factoren von U^ sindi, und jede Form dieses Systems 
(n—l)ier Stufe ist zu U^ apoloTj^ 
und dazu noch geftgt: 

jfWenn n ungerade ist, so ist ü^ zu sich selbst apolar und von der 
Form »igr + --- + «»iSS." 

Letzteres beruht darauf, dass dann die Invariante 

identisch verschwindet (ßalmon Nr. 140). 

3. Noch nicht bemerkt aber scheint folgende Eigenschaft zu sein: 

Multiplicirt man eine Form V^ mit ihrer Polare FF„_^- bezüglich U^ 
(bez. setzt man die beiden Punktgruppen V^ und W^_^ zusammen), so erhält 
man, sobald n—i ungerade istj eine zu ü^ apolare Form nten Grades 
(Gruppe von n Punkten)*^. 

In der That, wenn 

^0 = *0 ^09 

(?)rfi=(0*i^o + (V)*o^n 

(?)rf.=(;)*.^o+a)(v)*i^i+(v)*o^., 



80 ist 



(«-i) 4-1 = (0 *t-i c^i + (^T) bi l?n-n-i » 

Vi W^ =d,af^^ (r)rft ^-^y +(?)d;a:^-"y + 



*) Dieses Journal Bd. 76, S. 315. 
^) Im teniftren und qnaternären Gebiete besteht natürlich dieser Satz nicht, weU 
da V^ und W^^^ ans dualen Elementen erzengt sind. 
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und 



• 0- • 



wenn it— i ungerade ist. 

So bildet bei einem Punktetripel U^ ein Punktepaar V^ mit seiner 
(gemischten zweiten) Polare W^ ein in Bezug auf U^ apolares Tripdj hei 
einem Punktquadrupel U^ sowohl ein Punkt P^ mit dem Tripel seiner (ersten) 
Polare W^ , ois auch ein Tripel V^ mit seiner (gemischten dritten) Polare W\ 
ein in Bezug auf U^ apolares Quadrupel. 

4. Die homogenen Coordinaten der Punkte einer cubischen Baum- 
curve lassen sich, wie bekannt, als ganze Functionen dritten Grades eines 
Parameters (oder zweier homogenen) darstellen: 

Q x^ = «,- Ol' 4- ßi Ol* -^Yi^-^ ^i i* = ^ 2, 3, 4); 

was sich durch die Substitution 

Xi = «,- z^ + ßi zj -f- n H -*- ^1 n 

in die einfache Form: 

Zj : z, : ^3 : Z4 = tf ' : tf ' : tf : 1 

überfuhren lässt*). 

Wenn wir mit Salmon- Fiedlers anal. Geom. des Raumes 2. Aufl. 
Bd. I, Nr. 51 die Determinanten zweiten Grades aus den Coordinaten z^^z'^ 
zweier Punkte als Coordinaten der verbindenden Geraden nehmen, also 
P»Ä: = ^t 4 — ^ik«i, so verhalten sich für die Gerade, welche die Punkte 
der cubischen Raumcurve JB' mit den Parametern », m' verbindet, 

Pii • Pn • 7^81 • Pu • Pu • Pu ^^ 
«* Ol'* : a>a>' : — tota {ao + a>') : a>* -h toa + «'* : « -h a>' : 1 , 

also für die Tangente an JB' in m wie 

«* : Ol* : — 2(ö' : 3«* : 2« : 1. 

Die Gleichung femer der Ebene, welche die Punkte m, «', «" ver- 
bindet, ist 

Zj — (« -H «' 4r «") z, H- (a> w' -+- w Ol" + a>" «) z, — w «'«" Z4 = 0, 



^) Diese einfache Darstellnng der Coordinaten der Pan^te einer cubischen Raom- 
corve findet sich zuerst fast gleichzeitig in Herrn Cfefnonas Abhandlung „Sull6 linee del 
terz* ordine a doppia curvatura** (Annali di Matematica ser. I. T. 1) und bei JoachimathcU^ 
dieses Jonmal Bd. 56 S. 44; cf. a,uch Salmon-Fiedlers Raum-Geometrie 2. Aufl. 11. Nr. 77. 
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demnach die der Oscnlationsebene im Punkte »: 

r, — 3 « z, 4- 3a* z^ — a* «4 = 0, 
so dass ihre Coordinaten sich wie 1 : — 3a : 3i»*:— «•' verhalten. 

Sieht man in der Gleichung der Ebene m m' »*\ die sich auch so 
schreiben lässt: 

z^ — («' -f- m") z, + »' 4o' z^ — m |z, — («' 4- m") z^ + «'ai" z^ ä 0, 

m als variabel an, so zeigt sich, dass der Parameter der Ebene, welche 
einen beweglichen Punkt o» von JR' mit zwei festen »', a" verbindet, dem 
Parameter des beweglichen Punktes gleich ist {Cremona und Salmon-FiedUr 
a. a. 0.) ; den Ebenenbuschel durchschneiden wir nun mit einer Geraden 
und beziehen deren Punktreihe so auf zwei Grundpunkte, dass Ebene und 
Schnittpunkt, also auch je der Punkt der Raumcurve und seine Projection 
aus der Sehne a' tsl' denselben Parameter haben. Jede Gleichung zwischen 
Parametern von Punkten der Geraden gilt auch flir die Parameter der 
Projectionen derselben auf JB*. Wir nehmen also von jetzt ah die feste 
Raumcurve JB* als Träger des binären Gebiets. 

Die binäre Form dritten Grades. 

5. Die gegebene binäre Form dritten Grades sei: 

l7=:ar'-f-3Aar'y-f- 3cjry" +dy*. 

Die drei sie darstellenden Punkte der JB*, welche die Parameter «, «', «" 
haben mögen, bestimmen eine Ebenej welche wir die Ebene U nennen wollen. 

3b 
Jbre Gleichung ist, weil « + «' + «" = , u. s. w., 

aZx -h 3ÄZ, 4- 3czj 4- dz^ = 0; 

also sind ihre Coordinaten a, 36, 3 c, cf. 

Eine lineare Beziehung zwischen cubischen Formen überträgt sich 
demnach auf die zugehörigen Ebenen; die zu den Systemen 

x' IT 4- X ' 0\ bez. %' ü* 4- x ' ü" 4- x " ü"' 

gehörigen Ebenen bilden einen Büschel, bez. einen Bündel. 

Die linearen Factoren von U sind x — wy^ x — m'y^ x—m"y; also 
haben die zu U apolaren Formen dritten Grades die Gestalt 

xia:- wyY 4- x (x - m'yf 4- x" (x— «»». 

Jonnud Ar lüObematik Bd. LXXXVI. Heft S. 16 
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Diesen drei Guben gehören die Schmiegnngsebenen der drei Punkte 
», «, Ol" zu; demnach gehen die Ebenen aller zu U apolaren Formen dritten 
Grades durch den Schnittpunkt dieser drei Osculationsebenen, also durch 
den Nullpunkt (Pol) der Ebene U im NuUsysteme N, das mit der cubischen 
Raumcurve verbunden ist; und der oben erwähnte algebraische Satz des 
Herrn Rosanes^ dass eine Form ungeraden Grades zu sich selbst apolar 
ist, entspricht bei der cubischen Form dem geometrischen, dass der Null-, 
punkt einer Ebene in ihr liegt 

Die simfiltane Covariante dritten Grades, die zu drei gegebenen 
Formen dieses Grades apolar ist, entspricht der Nullebene des Schnitt- 
punkts der Ebenen, welche zu den drei Formen gehören. 

Die Coordinaten des Nullpunkts der Ebene U — welcher U heisse 
— müssen den Gleichungen der Schmiegungsebenen der drei Punkte i», m\ m" 
genügen : 

Zi — 3a> Tj -f- 3a>' z, — «■ z^ = 0, 
2i — 3a>' r, + 3w • Zj — W^r^ = 0, 
z, — 3m" z^ + 3ai"'r3 — (a"\ = 0; 

also, da die ^ die Gleichung 17=0 befriedigen, sind diese Coordinaten 
mit rf, — c, ft, — a. proportional. 

Mit dem Nullsystems N ist ein linearer CompleXj der ebenfalls N 
heissen möge, verbunden j der der Leitstrahlen des NuUsystemSj d. h. der 
Strahlen jeder Ebene um ihren Nullpunkt. Es fand sich eben, dass, wenn 
eine Ebene die Coordinaten a, 36, 3e?, d hat, die des zugehörigen Null- 
punkts i/, — e?, 6, —a sind. Liegt nun ein Strahl p mit den Coordinaten 
p^ in jener Ebene, so finden folgende vier Gleichungen statt, die — in Folge 
der Relation zwischen den p^ — mit zweien äquivalent sind: 

— Pi%^ +3ft,i? + p,4rf = 0, 

Pzi ö — 3/1,8* -»" Pu^ = 0> 

Pu « + ^P%ib + 3p^c = 

(ßdlmon- Fiedler, anal. Geom. des Raums 2. Aufl. I, S. 56. Gl. 9). 

Geht hingegen p durch den Nullpunkt, so bestehen die vier eben&Ils 
mit zweien äquivalenten Gleichungen: 
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Ph^ — ;'w* + ;'si« = o, 

(ßalmon - Fiedler a. a. 0. Gl. 1) u. 2).). 

Beide Gleichnngssysteme gelten, für alle Werthe von n, 6, c, d^ 

gleichzeitig, wenn 

Pu = 3;?M- • 
Folglich ist dies die Gleichung des Complexes N. 

6. Die Polare eines Punktepaars V in Bezug auf das Punkte- 
tripel U bildet nun mit F ein zu U apolares Tripel (Nr. 3). Um also 
die (gemischte zweite) Polare eines Punktepaars V in Beztig auf ein Tripel ü 
zu erhalten^, suche man den dritten Schnittpunkt der Ebene, welche die Punkte 
V mit dem NuUpunkte der Ebene U verbindet, und der cubischen Raum- 
curve JB' auf. Insbesondere giebt die Ebene, welche die Tangente eines 
Punktes von JB* mit dem genannten Nullpunkte verbindet, in ihrem dritten 
Schnitte die Polare von Ofi (die reine zweite Polare von 0)*). 

Die Punktepaare F, welche in Bezug auf U einen gegebenen 
Punkt W zur Polare haben, rufen auf JB* eine Involution hervor; denn 
ihre Verbindungslinien bilden eine Sehnen -Regelschaar der Curve JB', zu 
deren Leitschaar die Gerade gehört, welche W mit U verbindet Doppel- 
punkte der Involution sind die beiden Punkte, für welche W reine zweite 
Polare ist, also die beiden Punkte der ersten Polare von IV. Die in 
ihnen berührenden Tangenten gehören zur Regelschaar und sind diejenigen 
Tangenten der JB*, welche W\l treffen. Daraus ergiebt sich folgende 
Construction der (ersten) Polare eines Punktes 0: 

Man verbinde mit dem Nullpunkte U der Ebene U und suche die 
beiden — nicht durch selbst gehenden -^ Tangenten, welche Oll treffen; 
ihre Berührungspunkte bilden die (erste) Polare von bezüglich ü. 

In Folge des Nullsystems N kann man beide Constructionen 
dualisiren : 



^) Diese Construction der reinen zweiten Polare eines Punktes in Bezug auf ein 
Ponktetripel fand ich als vereinzeltes und nicht weiter benutztes Resultat ^in dem Auf- 
satze des Herrn Appell über die cubischen Raumcurven (Annales de TEcole normale 
Ann^e 1876 S. 248). 

16' 
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Die Polare von Ofi^ resp. von Ofi in Beztig auf U ergieht sich als 
OsctUationspunkt der dritten Schmiegungsebene aus dem Begegnungspunkte der 
Ebene U mit der Schnitäinie der Osculationsebenen von Ofif, resp. mit der 
Tangente von 0. 

Die Polare von bezüglich U besteht aus den Berührungspunkten 
der beiden Tangenten der R^j welche die Schnitäinie der Ebene ü und der 
Schmiegungsebene von treffen, ohne in letzterer zu liegen. 

7. Die J3i?55^che Form von U 

H={ae — b*) ar« -*- (ad — be) xy-^ (bd — e^ ^^ 

ist die einzige zu U apolare Form zweiten Grades (Nr. 2) ; die Polare der 
beiden Punkte H in Bezug auf U ist also unbestimmt; die Yerbindongs- 
linie dieser beiden Punkte geht demnach selbst durch den Nullpunkt U. 

Die zu einem Punktelripel U gehörigen Hesseschen Punkte sind mit- 
hin die Schnitte der (einzigen) Sehne der Raumcurve R^j welche durch den 
Nullpunkt U der Ebene U geht, (cf. Appell a. a. 0. S. 251) oder die Oscu- 
lationspunkte der beiden auf der Ebene U sich schneidenden Schmiegungsebenen. 

Für die Tripel in allen Ebenen durch die Schnittlinie der Schmie- 
gungsebenen zweier Punkte der JB' sind diese die fli?5Ä^chen Punkte. 

Jede Ebene durch U und den einen H enthält den andern Jff; 
also ist für jedes Paar, welches den einen H enthält, der andere die Polare. 

Durch den Schnitt der Osculationsebene eines Punktes H und der 
Ebene V geht die Osculationsebene des andern H; mithin vereinigen sich 
die beiden Punkte der Polare des einen Punktes H im andern. 

Aus beiden Sätzen folgt, dass die reine zweite Polare jedes der 
beiden Punkte H der andere ist. 

8. Es sei J die Covariante dritten Grades der Form U (bei Clebsch Q) 
und D die Discriminante (bei Clebsch — j-JB): 

J = {q^d—'iabc + 2Ä«) ^» + 3 {abd + b^c — 2cic?«) ^V 

+ 3 (2äV— flrcrf — *£?») xy^ + (SÄcrf — ad} — 2c*) y% 
D=:a^d^^ Aac^ — Qabcd H- 46V— 3äV; 

SO besteht die Relation: 

(ßalmon Nr. 195, 196; Clebsch S. 114, 115, 118). 
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Sind noch S,^ die linearen Factoren von JJ, so hat man (jClebsch S. 128) : 

Also schneidet die Ebene, welche zu der Ebene V in Bezug auf die 
beiden auf ihr sich schneidenden Schmiegungsebenen harmonisch ist die Curve 
JB* in den Punkten der Covariante J. 

Daraus ergiebt sich die Vertauschbarkeit der Formen und Ebenen 
U und J; wie sie algebraisch aus: 

y (x «7+ i J) = (x* — X'D) (xJ -h HD ü) 

für X = 0, A = 1 sich ergiebt, oder allgemeiner aus dieser Relation und 
der daraus durch Yertauschung von x, X mit XD^n sich ergebenden folgt; 
während dem obigen Satze, dass alle Tripel %Ü+XJ dieselben Hesse&c^ieii 
Punkte haben, die algebraische Relation 

H (xü + XJ) = {x^ — X^D) H 
entspricht. (jClebsch S. 123). 

Die Ebenen U^ J sind auch solche Ebenen, welche Herr .Cremona 
a. a. 0. Nr. 27 und im Memoire de G6om6trie pure sur les cubiques 
gauches Nouv. Ann. 2. s6r. T. I Nr. 3 verbundene Ebenen genannt, weil 
er bei ihnen folgende Eigenschaft fand: Wird von der Spur jeder von 
ihnen in den verschiedenen Schmiegungsebenen der JB* je der Pol bezüglich 
des aus der Developpablen ausgeschnittenen Kegelschnitts construirt, so ist 
dessen Ort ein in der andern Ebene befindUcher Kegelschnitt. 

Die Ebenen U und J, welche durch dieselbe Schnittlinie zweier 
Osculationsebenen gehen, bilden eine Involution, von welcher diese Oscu- 
lationebenen — die in den Hesseschen Punkten aller zugehörigen Tripel 
osculiren — die Doppelelemente sind. Jedem Punkte einer U entspricht 
femer ein Punkt der zugehörigen J, der von jenem durch die beiden an- 
dern Punkte U harmonisch getrennte, und diese drei Punktenpaare bil- 
den eine Involution mit den JSm^chen Punkten als Doppelpunkten; und 
jedes weitere Paar der Ebeneninvolution liefert drei weitere Paare dieser 
Punktinvolution. Bekanntlich bilden auch die Punktepaare der ersten Po- 
laren aller Punkte in Bezug auf U eine Involution ; diese ist mit der eben 
besprochenen identisch; denn die Punkte der ersten Polare eines der bei- 
den Hesseschen Punkte vereinigen sich im andern; oder die erste Polare 
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eines der drei Punkte von U selbst besteht, wie man weiss, ans diesem und 
dem ihm in Bezug auf die beiden andern harmonisch zugeordneten, also 
dem ihm entsprechenden Punkte von J. Demnach sind för die beiden 
Involutionen auf die eine Weise die beiden Doppelpunkte, auf die andere 
drei Paare als gemeinsame nachgewiesen. Aus dem, was so eben über die 
erste Polare eines der drei Punkte von U bezüglich U gesagt ist, erhalten 
wir, wenn wir uns der zweiten Construction' aus Nr. 6 erinnern, dass die 
drei Rückkehrtangenten der von der Ebene U aus der Developpablen von 11 * 
ausgeschnittenen Curve vierter Ordnung mit drei Spitzen diese Curve nochmals 
in drei Punkten treffen^ durch welche die in den Punkten J berührenden 
Tangenten gehen; denn sie sind die Schnitte der Ebene U mit den den 
Punkten 17 zugehörigen Schmiegungsebenen. 

Sind A^ Ä, C die Punkte von t/, A\ B\ C die ihnen entspre- 
chenden in J; so bildet jeder der beiden Hesseschen Punkte E^ jP, da sie 
die Doppelpunkte der Involution AA\ BB\ CC sind, mit A^ Ä, C (oder 
A\ B\ 'C') eine äquianharmonische Gruppe (Schröter, Math. Ann. Bd. X, 
S. 420 und iSfefn^rs Vorlesungen H, 2. Aufl., S. 62), oder das durch A, fl, C 
(oder A\B\ C) bestimmte cyclisch-projective System hat E, JP' zu Doppel- 
punkten (jClebsch S. 133). 

Da also ABEFJ BCEF^ CBFE, so sind A, C; B,B; 
E,F in Involution, und ebenso A,B; C, C; E,Funi A, A; B, C; E, F. 
Die drei Sehnen - Regeischaaren der Curve R^j welche je die Verbindungslinie 
zweier der Punkte V und die Tangente im dritten enthalten^ haben die Ver- 
bindungslinie der Hesseschen Punkte von U gemein. 

Hieraus ergiebt sich durch Projection aus einem Punkte der Curve 
JR' auf eine Ebene ein Satz, den mir im vorigen Sommer mein College 
Voss mittheilte: 

Ist ein Kegelschnitt der Träger des binären Gebiets, so werden 
die Hesseschen Punkte eines Tripels ABC auf demselben durch die Ge- 
rade eingeschnitten, welche die Schnittpunkte der Tangenten von A, Ä, C 
bez. mit BC, CA, AB enthält, oder sie sind die Berührungspunkte der 
Tangenten aus dem Punkte, in welchem die Verbindungslinien der Punkte 
A, B, .C bez. mit den Gegenecken des von den Tangenten ia A, B, C 
gebildeten Dreiecks zusammenlaufen. 
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Weitere Beziehungen der Punkte von U, J und der zugehörigen 
Nullpunkte giebt Herr Cremona in den Nouv. Annales. 

9. Die Polare von V in Bezug auf U ist eine simultane lineare 
Covariante von V und ü. Sei, wie bei Salmon Nr. 198, 

V = Ax* + 2Bxy -^ Cy\ 

so ist sie die &i/monsche Covariante 

L, = (aC-- 2b B '^cA)x+ {bC—2eB + dA) y, 

bei Clebsch p genannt, S. 209; die /So/moTische Covariante L^ — bei 
Clehsch r — ist die Polare von V in Bezug auf J. Die Punkte L^ und 
X/3 sind mithin die Projectionen der Nullpunkte der Ebenen U und J aus 
der Sehne V auf die Curve Ä*; weil aber diese Ebenen zu den Schmie- 
gungsebenen der Hesse^a^Yi&xi Punkte harmonisch sind, so sind es auch die 
Nullpunkte zu den J3!^^^chen Punkten und demnach auch die Punkte 
X/j, X/3 ebenfalls zu den Hesse^^\L%XL Punkten. Es gehört folglich die Ge- 
rade L^ L^ zu der Sehnen - Regelschaar der Curve JB*, welche die Tan- 
genten der fll?ÄÄ<9Schen Punkte enthält, oder die Verbindungslinie dieser 
zu der Sehnen -Regelschaar, welche die Tangenten von X/^, L^ enthält. 
Die beiden andern linearen simultanen Covarianten von 17, F, nämlich 
X/j, iy^, bei Clebsch q und *, werden durch die vierten harmonischen 
Punkte von X/^ , X/, in Bezug auf V dargestellt. 

Die simultanen Invarianten X und M von V und V (Salmon 
Nr. 198) — bei Clebsch D und M S. 209 — verschwinden, wenn H 
und F, bez. V und L^ L^ sich harmonisch trennen (so dass im letzteren 
Falle X/j mit L^ und L^ mit X/, identisch ist). Die Gerade V gehört 
dann zu der ersten, bez. zweiten der eben erwähnten Sehnen-Regelschaaren. 

Eine simultane cubische Covariante der beiden Formen U und V 
wird ofFenbar durch die drei Punkte der Nullebene des Punktes U V reprä- 
sentirt, in dem sich die Ebene U und die Gerade V treffen. Man erhält 
diese Covariante am besten als die apolare Combinante von U, 3 Fr, 8 Fy 
(Nr. 2), also 

</, r, 6, a 

0, C, 211, 3^ 
3C, 211, A, 
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oder 4t(AC—B*) U—SVL^^ wie sich nach Salman Nr. 147 durch Ver- 
gleichnng der leitenden Glieder ergiebt. Also gehen die Nallebene des 
Punktes U F, die Ebene U und die Ebene , welche das Punktepaar V 
mit seiner Polare Z/^ verbindet, durch dieselbe Gerade. Der Nullpunkt 
U von U muss sich sowohl auf der Ebene U selbst, als auch auf der 
Nullebene des Punktes UV von ü befinden, also auf der gemeinsamen 
Geraden, so dass die dritte Ebene ebenfalls durch ihn geht Damit ist 
auf eine andere Weise die in Nr. 6 gegebene Construction der Polare 
eines Punktepaars bezüglich eines Punktetripels nachgewiesen ; so hatte ich 
sie zuerst gefunden. 

10. Wenn zwei cubische Formen 17, U gegeben sind, so fuhren 
die Formen »U-^n U* zu Ebenen eines Büschels ; die simuUane Jacobüche 
Covariante 

(ab') or* + 2 {ac') x^y + { (ad') -4- 3 (bc') j x' y' + 2 (W) xy» -4- (cd') y* 

(ßalmon Nr. 202) entspricht den vier Punkten^ welche zwei&che Pun^ in 
Tripeln des Systemes nU-hn'O' sind, also deren Tangenten die Schnitäinie 
der Ebenen 17, U' treffen. 

Aus den Coordinaten der Ebenen 17, 17' (Nr. 5) ergeben sich die 
dieser Schnittlinie 

= 3M') : M') : 3(6ii') : 9(Ä£?') : 3(ca') : 3(aft')*). 

Bie Irwariante 

P = [ad') — %{be') 

(ßalmon Nr. 199; bei Clebsch J S. 223) dHlckt also durch ihr Verschwin- 
den aus, dass für die Schnittlinie 1717' 

Pi4. = 3/?»; 

dass mithin diese Schnitäinie der beiden Ebenen 17, U* zum Complexe N gehört 
(Nr. 5). Vier Tangenten aber haben im Allgemeinen zwei Treflfgeraden, und 
diese sind dann in Bezug auf das Nullsystem oder den Complex N con- 
jugirt ; die Geraden des Complexes aber sind sich selbst conjugirt. Also, wenn 
P=0 istj so ist die Gerade UV* die einzige Treffgerade der vier Tangenten 
der Curve R^j welchen sie begegnet 



*) Salmon-Fiedler^ Anal. Geom. des Raumes, I, 2. Aufl., S. 51 und 56. 
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Ferner ist die Invariante S (ßalmon Nr. 206; bei Clehsch y S. 135) 

der biquadratischen t/acoftfschen Form mit P^ proportional (ßalmon Nr. 202); 
demnach berühren, wenn P= 0^ die vier von U IT getroffenen Tangenten die 
Raumcurve in äquianharmonischen Punkten, 

Oder: Es seien 17, C/^, U, drei cubische Formen, U' gehöre zum 
Systeme f /, -4- x 17, ; ist P die simultane Inva,riante von U, U\ so ist P= 
in Bezug auf x linear ; also geht durch den Punkt U U^ U, in der Ebene 
U eine Gerade 1717', welche von vier in äquianharmonischen Punkten 
berührenden Tangenten getroflFen wird; so dass wir nochmals sehen, dass 
die derartigen Geraden einen linearen Complex erzeugen. Wenn | ein 
linearer Factor von V ist, so wird P=0 für U'=^^ erfüllt; demnach 
gehören die Schnittlinien der Ebene U mit den Osculationsebenen der 
drei Punkte 17, die im Nullpunkte U zusammenlaufen, zu diesem line- 
aren Complexe; womit einleuchtet, dass er mit dem Complex N iden- 
tisch ist. 

Ako jeder Strahl des Complexes N wird von vier Tangenten getroffen, 
deren Berührungspunkte äquianharmonisch sind, und umgekehrt, jede von vier 
solchen Tangerden getroffene Gerade gehört zum Complexe N und ist die ein- 
zige Treffgerade der vier Tangenten. 

11. Das Hyperboloid durch drei der vier Tangenten, die eine der 
Bedingung P = genügende 1717' treflFen, wird also von der vierten be- 
rührt. Die Ebenen, welche die Gerade UU' mit den vier Tangenten ver- 
binden, berühren das Hyperboloid in den Schnitten der Tangenten mit r7l7', 
und das Doppelverhältniss der vier Punkte ist bekanntlich dem der vier 
Ebenen gleich. Letztere sind diejenigen im Büschel 1717', deren Form 
einen quadratischen Factor enthält ; da der Parameter i vom Formensystem 
in den Büschel übergeht, so ist das Doppelverhältniss der vier Ebenen gleich 
dem der vier i, welche die in k biquadratische Gleichung befriedigen, die 
ausdrückt, dass die Discriminante von V + XV verschwindet. Wird aber 
för diese Discriminante als Function vierten Grades in X die Invariante S ge- 
bildet, so erhält man (Sa/mon Nr. 204) 3P(P'— 24^)*); mithin ver- 
schwindet sie, weil P = 0. Vier Tangenten also, welche in äquianharmoni" 



*) Wegen Q cf. Salmon Nr. 199 und Nr. 14 dieses Aufsatzes. 

Joonuü fflr MathemaHk Bd. LXXZVI. Heft 9. 17 
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sehen Punkten berühren, treffen auch ihre einzige Transversale in vier äqui- 
anharmonischen Funkten. 

Herr Voss, der sich liniengeometrisch mit der cubischen Raamcnrve 
beschäftigt hat (Math. Ann. Bd. XIII, S. 168, 232) und dabei von der Dar- 
stellang der Coordinaten der Tangenten derselben als ganzer rationaler Functio- 
nen vierten Grades eines Parameters ausgegangen ist, hat diese Sätze auch 
gefunden. Als ich im vorigen Herbste mit diesen Untersuchungen — deren 
Redaction verzögert worden ist — beschäftigt war, theilte er mir mit, dass 
er diese Fragen ebenfalls vorgenommen habe. Seine Untersuchungen haben 
ihn noch zu folgenden Sätzen geftihrt: „Das Doppelverhältniss der Para- 
meter von vier Tangenten ist demjenigen (er) ihrer Berührungspunkte, d. 1. 
dem der vier Ebenen, welche sie aus einer beliebigen Curvensehne projiciren, 
gleich,, aber verschieden von dem (von Herrn Voss^ Math. Ann. Bd. VIU, 
S. 60 eingeführten) „Momentendoppelverhältniss" der vier Tangenten, d. 1. 
der mittleren Proportionale der beiden Doppelverhältnisse der Punktwflrfe, 
die sie auf ihren beiden Treflfgeraden einschneiden. Diese beiden zuletzt 
genannten sind die Wurzeln der in k quadratischen Gleichung 

A*— A jl — (1— (y)* + <r*j + (^ = 0; 

SO dass das Momentendoppelverhältniss (x* ist. ^ Im obigen Falle, wo a eins 
der beiden äquianharmonischen Doppelverhältnisse ist, sind die Wurzeln 
der Gleichung beide gleich o*, d. i. dem andern äquianharmonischen Doppel- 
verhältniss. Wenn also auch der Punktwurf auf der Curve und der auf 
der einzigen Treffgeraden beide äquianharmonisch sind, so sind sie doch 
nicht projectiv. 

12. In der Regelschaar des Hyperboloids, zu der die drei Tangenten 
gehören, giebt es, wenn wir ihre Geraden als Elemente eines binären Ge- 
biets annehmen, zu den drei Tangenten zwei Hesses>c\i^ Geraden, diejenigen 
nämlich, die auf jeder Leitgeraden die J?^^^6«chen Punkte zu den von den 
drei Tangenten markirten Punkten einschneiden oder die Punkte, die mit 
diesen eine äquianharmonische Gruppe bilden (Nr. 8). Folglich wird die 
vierte Tangente das Hyperboloid auf einer dieser beiden ^ir^^schen Ge- 
raden berühren. Also hat man: 

Bei allen dreifach unendlich vielen cubischen Raumcurverh welche drei 
gegebene Geraden tangiren, liegen die Berührungspunkte derjenigen Tangenten!, 
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welche das durch die drei festen Tangenten bestimmte Hyperboloid berühren, auf 
zwei Geraden der Schaar derselbenj den ihnen zugehörigen Hesseschen Ge- 
raden*). 

Jede Curve besitzt nur zwei das Hyperboloid berührende Tan- 
genten, denn durch sämmtliche Tangeuten einer Curve wird in der andern 
Schaar der Fläche eine Involution hervorgerufen, in der die von derselben 
Tangente getroffenen Geraden gepaart sind. Die Doppelelemente dieser 
Involution gehen durch die Berührungspunkte der die Fläche berührenden 
Curventangenten und sind die einzigen Geraden dieser zweiten Schaar, die dem 
Gomplex N der Curve angehören, während die erste Schaar sich ganz in ihm 
befindet. Die Berührungspunkte der das Hyperboloid berührenden Curven- 
tangenten mit der Curve sind die beiden Hesse&(^\itn Punkte zu den Be- 
rührungspunkten der drei festen Tangenten. Auch zeigt sich, dass von vier 
äquianharmonischen Punkten jeder der eine Hesse^c^a^ Punkt zu den drei 
andern ist, da in Bezug auf die Eigenschaft, dass ihre vier Tangenten eine 
einzige Transversale haben, alle vier Punkte sich gleichartig verhalten 
(Cremonas Introduzione Nr. 26; Steiner -Schröters Vorlesungen a. a. 0.). 

13. Die Invariante T (Salmon Nr. 206; bei Clebsch ^j S. 136) 

der Jacobischen Function von L\ U' ist in den Coefficienten von I/, 17' je 
vom dritten Grade, also auch in x, wenn wir wieder, wie in Nr. 10, U' durch 
ü^-i-xU^ ersetzen; folglich schliessen wir, wie dort, dass diejenigen Gera- 
denj welche von vier in harmonischen Punkten berührenden Tangenten der Raum- 
curve JB' getroffen werden, einen Complex dritten Grades erzeugen. Handelt es 
sich um ein anderes Doppelverhältniss er, so ist bekanntlich die absolute 

Invariante iS*—T* eine Function desselben, nämlich 108 • ^^ 



(H-(y)'(2— <r)'(l— 2(y)* 

(Clebsch S. 170), also eine Constante q; die Gleichung Ä'— yT*=0, in x 
vom sechsten Grade, zerfallt aber, weil Ä mit P' proportional ist, in zwei 
vom dritten Grade. Digenigen Geraden, welche vier solche Tangenten der 
Curve JB* treffen, deren Berührungspunkte ein gegebenes Doppelverhältniss 
haben, bilden zwei Complexe dritten Grades. 

Herr Voss hat a. a. 0. S. 240 analoge Sätze gefunden, doch muss 



♦) Voss, Math. Ann. Bd. XIII. S. 172. 

17* 
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bei der Vergleichung mit den seinigen wohl beachtet werden, dass — 
ausser beim äquianharmonischen Doppelverhältniss — verschiedene Com- 
plexe entstehen, je nachdem das Doppelverhältniss der Schnittpunkte der 
Complexstrahlen mit den vier von ihnen getroflfenen Tangenten von JB' 
oder das der Berührungspunkte dieser Tangenten gegeben ist; Herr Voss 
hat es im Allgemeinen mit dem ersteren zu thun. 

Zu jedem der Complexe dritten Grades gehören, wie zu dem linearen 
N, in jeder Ebene die drei Rückkehrtangenten der Schnittcurve der Deve- 
loppablen, weil das Doppelverhältniss von vier Elementen, von denen drei 
sich vereinigt haben, unbestimmt ist. Diese Geraden, welche in den Oscu- 
lationsebenen der Raumcurve je den Strahlbüschel um den Osculationspnnkt 
bilden, erzeugen eine Congruenz dritter Ordnung und dritter Klasse. 

14. Die schon vorübergehend erwähnte simultane Invariante Q 
(Salrnon Nr. 199, 200; bei Clebsch S2 S. 224) der beiden cubischen Formen 
U^V verschwindet^ wenn in xU-\-x'ü' ein Cubus vorkommt, wenn also 
die Gerade ÜU' in einer Schmiegungsebene liegt 

Die Resultante R von U^U' ist mit P^—27Qy die Discriminante 
der Jacobischexi simultanen Covariante mit Q^R proportional (ßalmon 
Nr. 202); dem entspricht geometrisch, dass von den vier Tangenten der 
Raumcurve Ä*, welche VIT treffen, zwei sich vereinigen, entweder wenn 
UU' die JB' trifft, also U^ U' einen Punkt gemein haben (JB = 0), oder 
wenn UU' in einer Schmiegungsebene liegt (^ = 0). 

15. Die Nullpunkte U;^ der Ebenen, die den Tripeln U-^XU" zu- 
gehören, liegen auf der Geraden w, welche der Geraden UU' im Null- 
systeme JV conjugirt ist. Die Geraden, welche w einmal, JB* zweimal 
treffen, verbinden die Hesseschen Punkte aller 17+ X U'; sie erzeugen eine 
Fläche vierten Grades mit JB* als Doppelcurve. Die beiden Erzeugenden, 
welche je von demselben Punkte von JB* ausgehen, markiren auf w die Null- 
punkte der Ebenen der Tripel, welche zu ihrem einen Hesseschen Punkte 
haben. Es fragt sich, wie oft zwei solche entsprechende Punkte auf w — 
Nullpunkte zu Tripeln mit einem gemeinsamen ^^^^^chen Punkte — U^ U', 
die zu U^ U' gehörigen Nullpunkte, harmonisch trennen. Sei U^ der vierte 
harmonische Punkt in Bezug auf UU' zu einem beliebigen Punkte U;^; die 
von U^ ausgehende Sehne bildet mit w eine Ebene; die Linien, welche 
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deren dritten Schnitt mit JB* mit den Endpunkten der Sehne verbinden, 
geben auf 7i> zwei Punkte U^; so dass jedem U;^ zwei U^ entsprechen. 
Umgekehrt entsprechen jedem U^ (zwei U und) zwei U;^. Die vier Coinci- 
denzen zerfallen in zwei Paare, deren jedes aus zwei zu UU' harmonischen 
und zu zwei Tripeln mit einem gemeinsamen Hesseschen Punl^e gehörigen 
Nullpunkten besteht. Diese beiden Punkte, von denen jeder f&r zwei 
solche Tripel gemeinsamer Hessescher Punkt ist, deren Ebenen zu t/, 17' 
harmonisch sind, stellen die simvitane quadratische Covarianie von Salmon 
(Nr. 204) und Clebsch (S. 222) dar; denn aus H{U+XU)^H+X@ 
-f->lÄ'=0 folgen für = zwei gleiche und entgegengesetzte Werthe für X. 
Verschwindet nun die simultane Invariante Q von U^U\ so dass es 
in U-\-XU' einen Cubus ?' giebt, also UU in der ? zugehörigen Schmie- 
gungsebene liegt und w durch den Punkt $ geht, so gehört $' je zu den 
beiden Formen, welche einen gegebenen Punkt zu ihrem einen Hesseschevi 
Punkt haben, weil die Hesseschen Punkte von 5* unbestimmt sind; also 
ist $* auch je eine der beiden Formen, deren Ebenen überdies noch zu 
U, V harmonisch sind. Es giebt mithin hier nur ein solches Formen- 
paar : der Nullpunkt der von 5' verschiedenen Form 17+ Ao U' desselben ist der 
vierte harmonische Punkt in Bezug auf U, U' zu 5. Die durch denselben 
gehende Sehne der Curve markirt auf ihr die beiden Punkte 0, welche 
beide hier zu dem Tripelpaar (5*, O-^X^U) fiihren. Von der Fläche vierten 
Grades hat sich, weil w die Curve Ä* (in f) triflft, der Kegel (?Ä*) ab- 
gelöst und ist die Fläche zweiten Grades der w treffenden Sehnen von Ä' 
übrig geblieben. Die sämmtlichen H{IJ+XU') bilden mithin ein lineares 
System (oder eine Involution) als Endpunkte der Geraden einer Sehnen- 
Regelschaar ; und da die Verbindungslinie der Punkte selbst eine Erzeugende 
dieser Schaar ist, so ist selbst eine der H^U-hXU'), also in linearer 
Beziehung (Involution) zu JET, ff. Demnach verschwindet die simultane In- 
variante R (Salmon Nr. 193, jBi» bei Clebsch S. 202) dieser drei quadrati- 
schen Covarianten H^H\ 0. Diese Invariante stimmt aber mit Q überein 
(ßalmon Nr. 204 am Ende); Clebsch hat dies sogar als Definition von Ä 
i= Q) benutzt. 
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Die binäre Form vierten Grades. 
16. Es sei gegeben die binäre Form vierten Grades 

A^ J3, C, D seien die sie auf JR' darstellenden Punkte mit den Parametern 
(a\ m\ m"\ co^; die Coordinaten ihrer Tangenten sind also nach Nr. 4 mit 
«'*, »", — 2«'', 3»", «', 1, bez. «"*, u. s. f. proportional. 

Die Coordinaten der beiden Treffgeraden r, s der vier Tcmgenten seien 
Af > • • • ' Pn' S^^ müssen der Gleichung 

p^ «'* — 2p,4 »'» + (3p„ + ;i J Ol" + 2^3, »' -4- ft, = 

und drei analogen in oi", »'", »^ genügen ; da aber die » die Wurzeln von 

U=0 sind, so folgt, dass p^, —^Pu^ ^Pn'^Pu^ ^Pzi^ Pit ™^* ^ *^ 6^» 
4</, ß proportional sind. Wir setzen sie am besten gleich. Führen wir 

also 

Pi% = «» Pn = 2rf, fti = — 2Ä, P34 = a 

in die identische Relation 

Pi% Pu -*- Pm Pia, + fti P«4 = 

ein, so ergeben sich, in Verbindung mit 

3^8 + Pu = 6^» 
für /?,,, bez. p^^ die quadratischen Gleichungen: 

S/iJs — 6c/?,3 + 4M — ae = 0, 
bez. /?u — 6^/^14 + 3 (4Ärf — a^) = 0. 

Die beiden Treffgeraden r, ^ unterscheiden sich demnach nur in den 
Coordinaten /i,,, p^^. Die Discriminante beider Gleichungen ist, abgesehen 
von einem numerischen Factor, ae—4cbd'^8c=S (ßalmon Nr. 206; bei 
Clebsch i=2S^ S. 135). Werden anderseits die obigen Werthe für a, 46, 
6r, 4rf, e in S=ae—4:bd-{-8c^^0 eingesetzt, so ergiebt sich, mit Be- 
nutzung der identischen Relation, 

• (3P2S-Pi4)' = 0, 
also der doppelt gerechnete lineare Complex N; womit wir die obigen 
Resultate, dass die vier Tangenten von äquianharmonischen Punkten nur 
eine TreflFgerade haben und diese zum linearen Complex JV gehört (der 
eben wegen dieses Zusammenfallens doppelt zu rechnen ist), für die all- 
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gemeine Form vierten Grades erhalten. Das ist ja auch nothwendig; denn 
jede allgemeine biquacb^aiische Form kann Jacobische Form von zwei cubischen 
Formen sein, freilich auf zwei im Allgemeinen nicht rational trennbare Weisen, 
indem die cubischen Formen von irgend zwei beliebigen Ebenen herrühren, 
die entweder durch die eine oder durch die andere Tangententransversale 
der biquadratischen Form gehen. Geht man aber vot^ zwei cubischen Formen 
ausj so sind die Tangenteniransversalen der zugehörigen Jacobischen Form 
rational trennbar: die eine ist die Schnittlinie der den beiden cubischen 
Formen zugehörigen Ebenen, die andere die Verbindungslinie der. Null- 
punkte derselben; die Discriminante der quadratischen Gleichungen für die 
beiden Coordinaten, in denen sich diese Transversalen unterscheiden, ist 
ein Quadrat, nämlich mit P', d.i. -j-S von der Jacobischen Form pro- 
portional. 

17. Ebenso sind die Tangententrefgeradenj die zu der Hesseschen 
Form (vierten Grades) 

n={ac—b^)a^'h2 {ad — bc) x^y + {ae 4- 2W — 3c«) or'y» 

+ 2 (Äc — cd) xy^ -^{ce — d«) y* 
einer Form U vierten Grades (ßalmon Nr. 209; bei Clebsch ^B S. 135) 
gehören, rational trennbar; denn es ist Ä (6 fl) = 3 Ä* ( V) (ßalmon Nr. 217); 
man findet för beide Treffgeraden 

Pjj = 3 (ce — rf*), ^31 = 3 (Äc — crf), Pm = 3 (*^ — ad)^ P84 = ^ {ac — ft*); 

für die eine 

fts = ae — bd^ 

Pt^ = Q{bd—c^; 

für die andere 

p^^=^3{ae — bd). 

Für die erstere dieser beiden Geraden lässt sich noch eine andere 
geometrische Bedeutung nachweisen. Ist l der Parameter eines beweg- 
lichen Punktes der Ä*, so ist das System der (ersten) Polaren 

X {ax^ + 3bx^y + 3cxy^ + dy^) + (bx^ + 3ex*y + 3dxy^ + ey^) , 

mithin der Büschel der zugehörigen Ebenen 

{aX -h 6)^1 + 3 [bX + e)z^ + 3 (ci 4- d) z, + {dX + e)z^ = 0. 

Die Axe des Büschels dieser Ebenen hat zu Coordinaten 

Ti^j, = 3 (ac— 6*), 7^ = 9 (Ärf— c*), Tiji = 3 {bc—ad), 
n^ = 3{ce — rf*), TTj^ = ae — ftrf, 71^^ = 3 (be—cd); 
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folglich stimmen ihre p^ (cf. Nr. 10) mit denen der ersten der beiden 
TreflFgeraden der Tangenten der Ä^^^^chen Form überein. Also: 

Die Ebenen, welche die Tripel der ersten Polaren aüer Punkte der 
cubischen Raumcurve in Bezug auf ein Quadrupel auf derselben verbinden^ 
bilden einen Ebenenbüschel um die eine Treffgerade der Tangenten des zuge- 
hörigen Hesseschen Quadrupels, 

Diese Büschelaxe wird man am besten mit Hilfe der ersten Polare 
von zwei der vier Punkte J[, J3, C, D von U finden ; denn z. B. die erste 
Polare von A besteht bekanntlich ans A selbst und seiner nach Nr. 6 zu 
construirenden ersten Polare in Bezug auf BCD. 

Femer ergiebt sich, dass das Hessesche Quadrupel durch die vier 
Punkte gebildet wirdj in denen sich zwei Punkte einer ersten Polare in Bezug 
auf das gegebene Quadrupel vereinigen. 

Also ist die Hessesche Form von U die Jacobische fvr irgend zwei 
erste Polaren der Form IL 

Es sei H ein Hesseschi^T Punkt, H' derjenige, dessen (erste) Po- 
lare aus JET, H und H" besteht; so besteht die Polare von JET, H (d. i. die 
von U in Bezug auf Ä, JET, H") aus fl, H und die von H\ JET, H (also die 
von If in Bezug auf H^H) wird unbestimmt; oder H\ JET, H bilden ein 
apolares Tripel in Bezug auf U; demnach muss auch die Polare von fl, H 
(oder die reine zweite Polare von H) aus zwei in H' sich vereinigenden 
Punkten bestehen. 

Und wir erhalten zwei andere Definitionen der Hesseschen Punkte: 

Sie sind diejenigen PunktCj in denen zwei Punkte eines in Bezug auf 
U apolaren Tripels zusammenfallen^ oder diejenigenj deren reine zweite Polare 
aus zwei vereinigten Punkten besteht 

Letztere Definition, die auch noch dahin umgeändert werden kann, 

dass die flißS5<?schen Punkte auch solche sind, die als Punkte einer reinen 

zweiten Polare nicht zwei, sondern nur einen Pol haben, ist die bekannte, 

die aus 

rf* ü rf* ü 



4-30 = 



dx* ' Ar dy 
d^ü d^U 



folgt. 



dx dy ' dy^ 
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Im Vorhergehenden ist aber auch folgender Satz gewonnen, den 
ich mich nicht erinnern kann , i^chon gelesen za haben : Wenn die zwei 
Punkte der (reinen zweiten) Polare von If, H in Bezug auf ein Panktqua- 
drupel sich in H' vereinigen j so fallen von den drei Punkten der (ersten) 
Polare von H' zwei in H zusammen, und umgekehrt. 

18. Wenn ein fester Punkt ist, 0^ ein beweglicher; so erzeu- 
gen die Polarea von O, O^ , darunter die von 0, 0, d. h. die Polaren von 
O^ bezüglich des Tripels, welches die Polare von O in Bezug auf U bildet, 
eine Involution. Wenn O" ein Doppelpunkt derselben ist und O' derjenige 
Punkt, der mit O zusammen O", 0" zur Polare hat, so ist die Polare von 
00' O" in Bezug auf 17, d. i. die von O" in Bezug auf 0"0" unbestimmt. 
Also ist 00' O" apolar für U; und umgekehrt wenn O" mit O, O' ein 
apolares Tripel bildet, so muss die Polare von O, O' aus zwei in O" ver- 
einigten Punkten bestehen. Mithin müssen auch die Punkte der Polare 
von 0,0" in O' zusanmienfallen (und die der Polare von O', O" in O), 
so dass O' der andere Doppelpunkt der obigen Involution ist. Jeder 
Punkt O gehört mithin nur zu einem für U apolaren Tripel und wird zu 
demselben vervollständigt durch die Doppelpunkte der Involution der Punkte- 
paane, welche die Polaren von 00^ in Bezug auf U bUden, wo O^ ein be- 
weglicher Punkt ist. 

19. Die Gleichung des Complexes der Strahlen, welche von vier 
in äquianharmonischen Punkten berührenden Tangenten getroffen werden, 
ist (Nr. 10, 16) 

^^=3^, — Pu = 0- 

Setzt man die in Nr. 1 6 gefundenen Ausdrücke für die Coefficienten 
von U durch die Coordinaten der TreflFgeraden der Tangenten von U in 

T ^ace-i- 2bcd— ad^ —b^e—c^^O 

ein, so ergiebt sich die Gleichung des Complexes dritten Grades der Strahlen, 
welche von vier in harmonischen Punkten berührenden Tangenten der Curve 
Ä» getroffen werden; nämüch 

H = 108 pu p„ Pu + 36 pa pu /»j4 — 54 />„ p„ p„ 
— 18 Pu Pu Pn — 54 Pu ph + 54 pL p,j — 27 ph Pu 
— 9pnPti — '2Tph — pit = ^i 

Jcuul für lUth W Mtl k Bd. I/XZXVL Hett i. 18 
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und die beiden Complexe^ die einem gegebenen Doppelverhältnisse a der Be- 
rührungspunkte entsprechen j sindj wenn q die in Nr. 13 angegebene Be- 
deutung hat: 

Die gemeinsame Congruenz aller dieser Complexe dritten Grades 
ist die, welche N= und H = gemeinsam ist nnd am Ende von Nr. 1 3 
erwähnt wurde, dreifach gerechnet. Die Complexe haben in jedem Strahle 
dieser Congruenz drei unendlich nahe Elemente gemein. 

20. Die beiden Treffgeraden r, s der vier Tangenten von U sind 
in Bezug auf das Nullsystem oder den Complex N conjugirt; daraus wird 
sich eine Beziehung zwischen ihren Coordinaten ergeben. Ist allgemein die 
Gleichung eines linearen Complexes 

C= ap„ + ßpn + rPzi -H «>84 + ß'Pu + r'Pu = 0, 
so ist bekanntlich, wenn p nnd p' zwei conjugirte Geraden sind und 

««' + ßß' -i-rr' = A 
gesetzt wird, 

K, = - APi, + «'C, p^s = — A/^tt -*- ß'C, p',, = - Afti -*- y'C, 

woraus sich das Moment der beiden conjugirten Geraden proportional« er- 
giebt mit 

PitP*^ + Pw/'u^- fti Pu -^ Pz^P'it-^Pi^P'n -*- PtiPzi = C = {^Pi% -*- >- /Pfi)*» 

also mit dem Quadrate des Werths, den die linke Seite der Gleichung des 
Complexes durch Einsetzung der Coordinaten von p erhält*). 

In dem Falle des Nullsystem - Complexes iV = ergiebt sich zu- 
nächst die Uebereinstimmung von vier Coordinaten der beiden Tangenten- 
transversalen r, ^; für die andern erhält man: 

P't^=^Pu^ ^'14 = 3^^; 
so dass 

3 iPn — P'tti = — (Pi4 — Pu)i 

was freilich auch aus: 

^Pn -^ Pu = ^P'fü + Pu = ^^ 

(Nr. 16) folgt. 



'*') Ich mache diesen Zusatz wegen der bezüglichen Notiz in ScUmon- Fiedlers 
Ranmgeom. 2. Aufl. I, S. 66. 
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SeieD q^ die Goordinaten einer Geraden q, welche beide Trans- 
versalen r, s trifft; 80 mnss sein 

q^e + y^a — 2q^^b + 2g^^d + y^^/i,, -4- qnPt4. = 0, 

Daraus ergiebt sich durch Subtraction, mit Rücksicht auf die eben 
erhaltene Gleichung: 

was dem bekannten geometrischen Resultate entspricht, dass q dem Com- 
plexe N, von dem ja r, * zwei conjugirte Gerade sind, angehört. Durch 
Addition ergiebt sich aber: 

«?if — 2*9si -4- c (3y» + qj + 2rfy^ -4- uy^^ = 0, 

also ein linearer Complex, dem die Geraden q^ welche r, s treffen, eben- 
Ms angehören müssen. Die Tangenten der Punkte A^B^C^D gehören als Ge- 
rade q zu diesem Complexe, anderseits aber auch zu iV; überhaupt ist die 
Gongrnenz der Geraden q^ welche r, s zu Lei^eraden hat, beiden gemeinsam. 
Wir werden zu diesem linearen Complexe, der durch die Form oder das 
Quadrupel V inducirt wird, und den wir den Complex U nennen wollen, 
bald noch auf eine andere Weise gelangen. 

21. Sind zwei Formen U\ IT' vierten Grades gegeben, so bilden die 
Tangententransversalen r s\ r" s" zwei Paare conjugirter Geraden des Null- 
systems; jede Gerade, welche drei von ihnen trifft, begegnet auch der vierten, 
und die Geraden, die dies thun, erfüllen eine Regelschaar, die den Complexen 
N, U\ U" gemeinsame: sie treffen natürlich, wegen der Linearität der 
Bedingungsgleichung des Schneidens in den Coefficienten der Formen, 
auch die Transversalen, die den Formen x'U'-hx'U" zugehören; so 
dass diese, involutorisch gepaart, die Leitschaar der Regelschaar erzeugen. 
Die Doppelelemente der Involution gehören den äquianharmonischen Gruppen 
in 9c'U''\'x"U" zu und befinden sich — allein in dieser Schaar — in 
dem Complexe N. 

Das Hyperboloid, welches beide Schaaren trägt, trifft die Curve Ä' 
sechsmal. Die Gerade der Leitschaar, welche durch einen der sechs Punkte 
geht, begegnet vier Tangenten, von denen zwei unendlich nahe sind; sie 
ist also die eine Tangententransversale für eine Form x'U' -^ x"TT\ welche 

18* 
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einen quadratischen Factor hat. Die sechs Schnittpunkte stellen demnach 
die Jacobische simvitane Covariante sechsten Grades der beiden biquadratischen 
Formen IT, U" dar {Saknon Nr. 220). 

Wenn die beiden Formen U\ U" in der Beziehung stehen, dass 
die eine die Hessesche Form H der andern U ist, so befinden sich be- 
kanntlich in dem System « 17 + IH drei volle Quadrate ; die Leitschaar 
enthält drei Sehnen der Raumcurve Ä' und ihnen in der Involution con- 
jugirt drei Osculationsebenen - Schnittiinien. Die Endpunkte der drei Seh- 
nen, zugleich die Osculationspunkte der sich schneidenden Osculations- 
ebenen, repräsentiren die Covariante sechsten Grades J von U (oder von Bt) 
(ßalmon Nr. 209; von Clebsch T genannt S. 136). Mit jeder Form vierten 
Grades, die auf Ä* dargestellt ist, ist somit ein gewisses Hyperboloid ver- 
bunden. Wird die Form vierten Grades V auf einem Kegelschnitte dar- 
gestellt, so schneiden nach Salmon- Bumside (ßalmon Nr. 219) die Diago- 
nalen des aus den vier Punkten U gebildeten vollständigen Vierecks in 
den Kegelschnitt die sechs Punkte J ein, welche ja zu je zweien zu zwei 
Paaren AB^ CD; AQBD; ^ Z>, J3 C harmonisch sind. Betrachten wir 
den Kegelschnitt als Projection der Raumcurve JB' aus einem ihrer Punkte, 
so ergiebt sich folgende Construction der sechs Punkte J: 

Die drei Sehnen- Re^elschaaren der Curve JB^ welche durch A J3, CD ; 
AC^BD; AD, BC gehen j haben zu Je zweien noch eine Sehne gemein. 
Die sechs Endpunkte dieser drei Sehnen sind die Punkte J. 

Von diesen Regeischaaren gilt noch weiter folgende Eigenschaft, 
auf die mich Herr Voss aufmerksam machte und die leicht aus Polareigen- 
schaften des Kegelschnitts abgeleitet werden kann: Werden zwei der drei 
eben erwähnten Sehnen-Regelschaaren betrachtet, z. B. die beiden ersten; 
sei KL eine Sehne der ersten^ zieht man dann durch die Endpunkte JK, L 
die Sehnen KM und LN der zweiten Schaar, so ist die Verbindungslinie 
der andern Endpunkte ilf, N derselben wieder eine Gerade der ersten 
Schaar. Man erhält so einfach unendlich viele der cubischen Raumcurve 
eingeschriebene Vierecke, von denen die einen Gegenseiten der einen, die 
andern der andern der beiden Regeischaaren angehören. Die Ecken dieser 
Vierecke steüen die Formen »U-hXH dar; dreimal fallen zwei Gegenseiten 
zusammen. — 
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Als simultane Invariante zweier Formen vierten Grades CT, U" wird 
nnter andern von Herrn Salmon Nr. 220 



11 = 



a\ b\ e\ d' 
b\ e\ d-j e' 
a\ V\ c\ d" 

b\ c\ d\ tf" 



erwähnt; ihr Verschwinden drückt ans, dass beide Quadrupel ein gemein- 
sames apolares Tripel haben. 

22. Wenn drei Formen vierten Grades U\ IT', CT" gegeben sind, so 
bilden, wie aus den Eigenschaften des Nullsystems hervorgeht, die Tan- 
gententransversalen aller Quadrupel xlT -«- x'H' -*- x"ü"' eine lineare 
Congruenz; ihre Leitlinien sind die beiden Geraden, die den vier linearen 
Complexen Ny ü\ ü'\ U'" gemeinsam sind. 

Sind endlich vier Formen vierten Grades ü\ ü*\ CT", ü^ gegeben, 
so sind die Coordinaten der Tangententre£fgeraden von 

gegeben durch: 



»^» 



»'-M 



p^^ = xe' + %"e" + x"e"* + x^u^, p^ = x'a' + • • • , 

woraus sich durch Elimination der » als Gleichung des linearen Complexes 
der Tangententransversalen des durch t7', . . . , ü^ constituirten linearen 
Systems dritter Stufe ergiebt: 
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= 0. 



Diese Gebilde (Regelschaar ^ lineare Congruenz^ linearer Complex), 
welche bez. durch die Tangententransversalen aüer Formen 

erzeugt werden^ reproduciren sich selbst durch Pölarisirtmg in Bezug auf den 
Complex Nj und zwar sind Je zwei zusammengehörige Transversalen polar 
(oder conjugirt). 
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23. Wir gehen jetzt wieder zu einer Form vierter^ Grades {/zurück; 
seien ü\ lf\ ü"\ U^ vier zu ihr apolare Formen Tierten Grades, die 
das ganze System der zu Ü apolaren Formen dieses Grades constituiren. 
Der zu ihnen gehörige Complex, wie er im Vorhergehenden gefunden 
wurde, hat, in Folge der Gleichungen der Apolarität zwischen ü und den 
CT*, ... , (7^, die Gleichung: 

«Pi2 — 2ftpsi + c (3p^ -4- ;ij + 2rfft4 + ep^ = 0, 
also ist er der oben in Nr. 20 gefundene. 

Zu jedem Punktquadrupel ü auf der cubischen Raumcurve R^ gehört 
ein gewisser linearer Complex U, erzeugt durch die Paare der Transversalen 
der Tangenten aüer zu ü apolaren Quadrupel. Er geht durch die Ccmgruem 
der Geraden^ welche die beiden Transversalen der Tangenten des gegebenen 

* 

Quadrupels treffen, und hat dieselbe mit dem Complexe N gemein. Die Ge- 
raden derselben sind die (einzigen) Transversalen der Tangenten der zu 
ü apolaren äquianharmonischen QuadrupeL 

Der Complex ü wird ein specieller, so dass alle Strahlen desselben 
eine Gerade — die Axe — treflFen, wenn seine Coefficienten, welche dann 
die Coordinaten q^j^ dieser Axe sind, der identischen Relation 

genügen, wenn also 

ae — Abd-^ 3c* =5 = 0. 

Das Quadrupel U ist dann äquianharmonisch und die Complexaxe 
ist die einzige Tangententransversale von U. 

In diesem Falle ist U auch zu sich selbst apolar : die Axe des 
Complexes ist auch Strahl desselben. 

Der lineare Complex U ist für die Form vierten Grades das Ana- 

* » « 

logon zu dem Ebenenbündel um den Nullpunkt der Ebene t/ für die Form 
dritten Grades. Durch Polarisirung in Bezug auf N ging dort der Ebe- 
nenbündel in das Punktfeld der Ebene ü über; hier bleibt der Complex 
erhalten, jeder seiner Strahlen geht aber in die andere TreflFgerade der- 
selben Tangenten über. 

Dort ergab sich der Nullpunkt als Schnitt der drei Osculations- 
ebenen in den Punkten (7, d. i. der Ebenen, welche den drei Guben unter 
den zu U apolaren Formen entsprechen. Jetzt giebt es unter den zu ü 
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apolaren Formen ebenMs vier Biquadrate, die vierten Potenzen der linearen 
Factoren von U. Da aber z. B. die beiden Transversalen der vier in der 
Tangente von A vereinigten Tangenten sich auch noch mit ihr vereinigen, 
80 sind diese ausgearteten Transversalenpaare geometrisch wenig zur De- 
finition des Complexes geeignet. 

24. Diesen zu einer Form vierten Grades gehörigen linearen Com- 
plex kann man nun, vermöge des Satzes in Nr. 3, in ähnlicher Weise zur 
Construction von Polaren benutzen, wie den Bündel um U bei der Form 
dritten Grades. 

Sind drei Punkte O, 0\ O" auf Ä' gegeben, so construire man die 
Regdsehaar^ welche deren Tangenten trifft Dieselbe hat mit dem Complexe ü 
zwei Gerade gemein. 

Sucht man die vierte Tangente der R^, welche von der einen der- 
selben getroffen wird, und dann die zweite Transversale aller vier Tan- 
genten, so gehört diese sowohl zur Regelschaar, als zum Complex {7, also 
ist sie die zweite gemeinsame Gerade. Beide Geraden treffen mithin die- 
selbe vierte Tangente; deren Berührungspunkt ist die Polare von O, 0\0" in 
Bezug auf U. 

Gehört die Begelschaar ganz dem Complexe ü an, so ist O O' O" 
apolar zu U. Da also jeder Punkt O zu einem apolaren Tripel gehört 
(Nr. 18), so giebt es in der linearen Congruenz der Strahlen des Com- 
plexes U, welche die Tangente von O treffen, eine Regelschaar, welche 
noch zwei Tangenten begegnet 

FaUen die drei Punkte in einen^ O, zusammenj so geht die Regel- 
schaar der die drei Tangenten treffenden Geraden in den zweifachen 
Strahlbüschel (O,») über, wobei » die Osculationsebene von O ist; denn 
jeder Strahl dieses Büschels trifft die Developpable in drei vereinigten 
Punkten auf der Tangente von O. Der ganze Büschel gehört dem Com- 
plexe N an; derjenige Strahl also desselben, der zum Complexe U gehört, 
demnach zu U und N, mithin der von O ausgeJiende und die beiden Tangenten- 
transversalen r, s von U treffende Strahl schneidet noch eine Tangente, welche 
in der Polare von O, O, O (reinen dritten Polare von O) berührt 

25. Die drei Punkte der (ersten) Polare eines Punktes O sind 
bekanntlich die, welche ihn zur reinen dritten Polare haben. Wir haben 
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folglich diejenigen Punkte von R^ za suchen, von denen eine die Trans- 
versalen r, s und die Tangente von O treffende Gerade ausgeht. Alle Ge- 
raden, welche r, s schneiden (und deshalb zu der den beideii Complexen 
N und U gemeinsamen Gongruenz gehören) und ausserdem noch die cnbi- 
sche Raumcurve, erzeugen eine Regelfläche sechsten Grades (die von .Herrn 
Voss a. a. 0. S. 169 erwähnte); da sie in dem der Raumcurve angehörigen 
Nullsysteme N sich befindet, so ist jene eine Haupttangentencurve auf ihr; 
mithin hat die Tangente derselben in O mit ihr dort drei unendlich nahe 
Punkte und ausserdem noch drei andere gemein. Die Erzeugenden, welche 
durch die letzteren gehen, treffen Ä* in den Punkten der Polare von O. 

Oder: die Geraden, welche r, s und die Tangente von O treffen, 
bilden eine dem Complexe N angehörige Regelschaar; diejenige unter 
ihnen, welche durch O geht, befindet sich als Gerade dieses Gomplexes in 
der Schmiegungsebene von O ; folglich berührt diese Ebene das die Schaar 
tragende Hyperboloid in O, so dass R^ diese Fläche in O oscnlirt und 
nur noch drei weitere Punkte mit ihr gemein hat: die der Polare von O. 

Die Regelfläche zweiten Grades alsoj welche durch die Tangente des 
Punktes O und die Tangenteniransversalen r, s des Quadrupels U gelegt isU 
osculirt die cubische Raumcurve in O v/nd schneidet sie in den drei Punkten 
der Polare von O in Bezug auf U. 

Die beiden Treffgeraden der Tangenten dieser vier Punkte befinden 
sich im Complexe U (Nr. 3). 

26. Ist O" ein Punkt der Polare von O, 0\ so Mt die Polare 
von 0^0\0" ebenfalls nach O"; folglich müssen die beiden Tangenten- 
transversalen des Quadrupels O, O', O", O", welche also beide die Tan- 
genten von O, O' treffen, während die eine durch O" geht und die andere 
in der Schmiegungsebene von O" liegt, zum Complexe U gehören. Mithin 
wird das Hyperboloid, welches die zum Complexe U gehörige und auf die 
Tangenten von OjO' sich stützende Regelschaar trägt j der cubischen Raium- 
curve Ä' ausser in den Punkten Oj O'j in denen es sie berührt, noch in den 
beiden Punkten der Polare von Oj O' begegnen, oder (dual) von zwei weiteren 
Schmiegungsebenen der Curve berührt werden, welche sie in denselben Punkten 
osculiren. 

Lässt man 0,0' in den Punkt O zusammenfallen, so geht die Regele 



Sturm y Darsteüung binärer Formen auf der cubüchen Raumcurve. }45 

schaar über in die beiden im Complexe U befindlichen StraMbiischelj von 
welchen der eine zum Punkte O, der andere zu dessen Osculationsebene «» ge- 
hört Die beiden Punkte^ in denen die Ebene des ersteren die Curve Ä* noch- 
mals schneidet, oder die Osculationspunkte der beiden weiteren Schmiegungs- 
ebenen vom Scheitel des zweiten Büschels bilden die Polare von 0,Ö. 

Es geschehe diese Constniction insbesondere für einen der Punkte 
U selbst Z. B. die zu A gehörige Ebene im Complexe ü enihält die 
Tangente von A als Gerade des Complexes (Nr. 20); also vereinigt sich 
einer der beiden weiteren Schnitte mit A ; in der That, es besteht ja auch 
die Polare von A^ A ia Bezug auf AB CD aus A und der Polare A' von 
^, ^ in Bezug auf B^ C^D. Mithin verbindet unsere Ebene die Tangente 
von A mit dem Punkte A\ geht daher nach Nn 6 durch den Nullpunkt 
der Ebene BCD; und man erhält folgende ConstrucHon der den Punkten 
Aj B, Cj D zugehörigen Ebenen im Complexe U^ bezüglich der ihren Schmie- 
gungsebenen zugehörigen Punkte: 

Man verbindet die Tangente des betreffenden Punktes mit dem 
Nullpunkte der Ebene der drei andern, bez. man schneidet jene Tangente 
mit dieser Ebene selbst. Dadurch ist der Complex U in einer gewissen 
einfachen Weise bestimmt, indem von ihm acht Strahlbüschel bekannt sind. 

Ist H ein Punkt des Hesseschen Quadrupels, so vereinigen sich 
(Nr. 1 7) die Punkte der Polare von . H, H; die Punkte des Hesseschen 
Quadrupels sind also diejenigen auf R^j deren zugehörige Ebenen im Com- 
plexe U die Curve berühren^ also eine Tangente derselben enthalten^ oder 
deren Schmiegungsebenen ihren zugehörigen Punkt auf dieser Tangente haben. 

Ist H' der Punkt, in den die Punkte der Polare von JB, H sich 
vereinigen, oder der Berührungspunkt der eben genannten Tangente, so 
besteht die Regelschaar der die Tangenten von £f, £f, H' treffenden Ge- 
raden aus dem Büschel, der aus H die Tangente von H' projicirt, und 
demjenigen in der Schmiegungsebene von H um die Spur der Tangente 
von H\ Beide Büschel gehören nach dem eben Gesagten ganz zum Complexe 
U; folglich ist H,H,H' ein zu U apolares Tripel (Nr. 24, vgl. Nr. 17). 

Münster i. W., den 4. Juni 1878. 
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Theorie der linearen Formen mit ganzen Goefficienten. 



(Von Herrn G. Froheniua in Zürich.) 



Wenn die beiden bilinearen Formen 
der Variabein ^r^, ^j, • • • ar^, y^ durch die linearen Substitutionen . 

in die beiden Fernen ' 

transformirt werden, so geht die Form 

mit dem unbestimmten Parameter r durch die nämlichen Substitutionen in 

B = rB''hB" = Sb^^j^^y'^ 

über. Sind die Determinanten der Substitutionen P, Q von Null verschie- 
den, so verwandeln die inversen Substitutionen 

(Ä.) x'^ = Sr^x„, {S.) y'^=2s^ßyß 

die Form B wieder in A. Giebt man dem Parameter r alle möglichen 
Werthe, so heisst die Gesammtiieit der Formen rA 4- A' eine Schaar von 
Formen, und zwei Formenschaaren, welche in der angegebenen Weise ge- 
genseitig in einander transformirt werden können, werden äquivalent genannt 
Wenn die Determinanten der Schaaren A und B nicht identisch verschwin- 
den, so besteht nach Herrn Weierstrass die notiiwendige und hinreichende 
Bedingung der Aequivalenz darin, dass (für Jl= 1, 2, . . . «) der grösste 
gemeinsame Divisor d^^ der Determinanten Jlten Grades von A demjenigen 
der Determinanten ilten Grades von B gleich ist. Da die Gleichung A = B 
durch die Substitutionen P und S zu einer identischen wird, so ist 
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Sind nun A und B äquivalent, so müssen diese 2n^ homogenen linearen 
Gleichungen zwischen den 2n* Unbekannten /i , s^ß eine verschwindende 
Determinante haben, und man muss den willkürlichen Constanten, welche 
in ihre allgemeinste Lösung eingehen, solche Werthe beilegen können, dass 
die Determinanten nten Grades \p \ und \s^ß\ von Null verschieden sind. 
So erhält man die Substitution P und durch Auflösung der linearen Glei- 
chungen jS^ die Substitution Q. 

Durch rationale Operationen kann man also entscheiden, ob zwei 
gegebene Formen äquivalent sind oder nicht, und durch rationale Opera- 
tionen kann man im ersteren Falle alle Substitutionen finden, welche die 
eine in die andere transformiren. Dagegen gehen die Beweise, die mir 
für den Satz des Herrn Weierstrass bekannt sind*), sämmtlich durch irra- 
tionale Operationen hindurch; denn sie beruhen auf der Transformation 
von A in eine reducirte Form, deren Coefficienten von den Wurzeln der 
Gleichung | a . | = abhängen. Ich hatte mir daher schon vor langer Zeit 
die Aufgabe gestellt, für jenen Satz einen Beweis zu finden, in welchem 
nur rationale Operationen vorkommen. Die Lösung derselben (§. 1 3) ge- 
lang mir aber erst, nachdem ich das zahlentheoretische Problem behandelt 
hatte, welches den Gegenstand dieser Abhandlung bildet. 

Ich betrachte in derselben die verschiedenen Gestalten, welche eine 
bilineare Form mit ganzzahligen Coefficienten annimmt, wenn man für 
beide Reihen von Variabein (§§. 1—7) oder nur für die eine Reihe (§.12) 
neue Variabein einfuhrt. In den §§.8—11 mache ich von der ersten Unter- 
suchung Anwendungen auf die Theorie der linearen Gleichungen und Con- 
gruenzen, welche die Grundlage der zweiten Untersuchung bUdet**). 



*) WeieratrasSy Monatsber. d. Berl. Ak. 1868. — Kronecker ^ ebenda 1874. — 
CamUle Jordan, Compt rend, 1871, II. «An., p. 787 und Liouv, Joum. 1874, p, 35. 
— Dcarbouxj Liouv. Joum, 1874, p. 347. — Harnhurger, d. J. Bd. 76, S. 113. 

**) Erst nach Vollendung diesier Arbeit kamen mir die Abhandlungen des Herrn 
Smith: 

On Systems of Linear Indeterminate Equations and Congruences, PhiL Trans, 
vol 151, p. 293. 

On the Arithmetical Invariante of a Rectangular Matrix, of which the Con^ 
etituents are Integral Numbers, Proceedings of the London Math. Soc. 1873^ p. 236. 

On Systems of Linear Congruences, ebenda p. 241. 
zn Gresicht Die erste werde ich im folgenden mit Sm. citiren. 
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§. 1. Die Bedingungen der Äeqnivalenz bilinearer Formen. 

Gegeben sei ein endliches System A von Grössen o^^ (« = 1, . • . i»; 
/} = 1, . . • 9t), die nach Zeilen und Golonnen geordnet sind. Wenn in dem- 
selben alle Determinanten (Z+ l)ten Grades verschwinden, die Zten Grades 
aber nicht sämmtlich Null sind, so heisst l der Rang des Systems. Sind 
die Elemente a . reelle ganze Zahlen (oder ganze Functionen eines Para- 
meters r), so sei d^ der (positive) grösste gemeinsame Divisor aller De- 
terminanten X ten Grades von A^ falls A ^ /, und d^ = 0^ falls A >^ Z ist Da 
jede Determinante Jlten Grades eine homogene lineare Function von De- 
terminanten (A— l)ten Grades ist, so ist d^ durch rf^_, theilbar. Der Quo- 

tient €^ = ^ — («j = rfj , ei = 0) heisst der Ate Elementartheiler des Sys- 
tems A. Ich werde zeigen, dass e^ durch €^_^ theilbar ist. Wenn daher 
die Werthe der l Elementartheiler von A in beliebiger Reihenfolge gegeben 
sind, so braucht man sie nur der Grösse nach zu ordnen, um zu wissen, 
welcher der Ate ist. Um eine bequeme und übersichtliche Vereinigung 
der Zahlen des Systems, zu welchen man noch beliebig viele Zeilen und 
Golonnen verschwindender Elemente hinzufugen kann, zu erhalten, will ich 
die Elemente der aten Zeile mit einer Variabein x^ und die der /}ten Co- 
lonne mit y^ multipliciren und addiren und so das System A unter dem 
Bilde einer bilinearen Form 

A = 2a„ßX„yß 

zusammenfassen, welche mit demselben Buchstaben bezeichnet werden wird, 
wie das System der Elemente a^ß und als Repräsentant des Systems ihrer 
Coefficienten zu betrachten ist. Wenn die Form A durch die Substitutionen 

deren Coefficienten ganze Zahlen sind, in die Form 

übergeht, so heisst B unter A enthalten. Dabei kann die Anzahl der neuen 
Variabein derjenigen der ursprünglichen gleich oder grösser oder kleiner 
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sein. Werden mit P und Q die Systeme der Snbstitationscoefficienten p^. 
und q^ß oder auch die bilinearen Formen 

P^^Paß^aVßJ Ö = 2 q„ß or« Ifß 

bezeichnet, so sage ich, die Form A geht durch die Sabstitntionen P, Q 
in B über. Dann besteht die identische Gleichung 

oder in der von mir eingeführten*) symbolischen Bezeichnung 

PAQ = B. 

Jede Determinante Aten Grades des Systems B der Coefficienten 
der Form B ist eine homogene lineare Function der Determinanten Aten 
Grades von A, also durch d^^ theilbar. Folglich ist auch der grösste ge- 
meinsame Divisor d[ der Determinanten Aten Grades von B durch d^ theil-^ 
bar, und mithin der Rang von B nicht grösser als der Rang von A. 
Zwei Formen, die sich gegenseitig enthalten, heissen äquivalent. Sind A 
und B äquivalent, so ist also nicht nur d[ durch cf^, sondern auch dj^ 

dl d\ 

durch d[ thoilbar, mithin d^^d[^ daher auch — — = —p — , und demnach 

«ji-i «ji-i 

der Rang von A gleich dem von B. Ich werde beweisen, dass diese 
Bedingungen nicht nur erforderlich, sondern auch genügend sind, also der 
Satz gilt: 

L Damit zwei hüineare Formen äquivalent seien, ist nothwendig und 
hinreichend^ dass die Elementartheiler der einen denen der andern der Reihe 
nach gleich sind. 

Ich werde aber im folgenden zunächst den Begriff der Aequivalenz 
etwas enger fassen. Ist die Anzahl der Variabein x* deijenigen der Va- 
riabein x^ gleich, so ist P^^^Paß^alfß ®"^® Form von wi* Variabein, 
deren Determinante ich mit [/^| = |j9 -| bezeichne und die SubsHtutions- 
determinante oder den Transformationsmodvi nenne. Zwei Formen A und 
B sollen nun äquivalent heissen, wenn A durch Substitutionen in B 
übergeht, deren Determinanten gleich ± 1 (unimodular) sind. Da dann die 



*) „ üeber lineare Substitutionen und büineare Formen ^ d. J. Bd. 84. Ich 
werde diese Abhandlung im folgenden mit Fr. citiren. 
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inversen Substitutionen, welche BinA yerwandeln, auch ganze Coefficienten 
haben, so müssen zwei Formen, welche in diesem Sinne äquivalent sind, 
es auch in dem früheren sein. Ich werde aber zeigen, dass zwei Formen, 
die sich gegenseitig entiialten, auch stets durch nnimodulare Substitutionen 
in einander transformirt werden können "0, so dass sich die zweite engere 
Definition vollständig mit der ersten weiteren deckt. 



§. 2. ünimodnlare Determinanten. 

Da im folgenden vielfach von unimodularen Determinanten Gebrauch 
gemacht wird, so will ich hier kurz diejenige Construction derselben an- 
geben, welche Gai^ (D. A., §. 279) gelehrt hat Vier andere sind von 
Jacobi (d. J. Bd. 69) auseinandergesetzt worden. 

I. Ist m-^ fij bewegen sich a und ß von 1 bis n, m und X von 1 bismf 
ist e^ß gleich oder \j je nachdem a und ß gleich oder verschieden sind, 
sind a tn Zeilen und b m Colonnen von je n Zahlen, zwischen denen die 



3ca " ^ecx 

Relationen 



(1.) S a-- b^ = e 



X 



bestehen, so kann man eine unimodviare Determinante nten Grades \a^ß\=l 
construiren, in welcher der Coe^ffUÄenl von a^^ gleich b^ ist. 

Da m <: n ist, so giebt es n ganze Zahlen a„ ohne gemeinsamen 
Theiler, welche den m homogenen linearen Gleichungen 

-2 ö« *«ji = (A = 1, 2, ... 1») 

cc 

genügen (vgl. d. J. Bd. 82, S. 236). Werden dann n Zahlen \ so be- 
stimmt, dass 



ist, so sei 



-^ «« *« = 1 






*) Dabei muss man sich vorstellen, dass beide Formen von gleich vielen Varia- 
bein abhängen, also wenn die eine weniger enthält, zu ihr noch Glieder mit verschwin- 
denden Coefficienten hinzudenken. 



s 

a 
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Setzt man nun 
80 ist 

^««« *a,m+l = f «x« K — \K (f ö)ra*«x) = *)r — f*Jl ««X =*« — *« = = «,,„^-1. 

Es ist also za den m Zeilen a^^ eine (i9t+l)te Zeile nnd zu den m Co- 
lonnen h^ eine (mn- l)te Colonne hinzugefugt, so dass die Gleichungen (1.) 
ftr je,i= 1,2, ... iw,wi + l gelten. Ist m4-l-<n, so kann man in derselben 
Weise eine (m + 2)te Zeile und Colonne hinzufügen, n. s. w., bis man zwei 
Systeme von n' Grössen hat, zwischen denen für x,X= l,2...n die Glei- 
chungen (1.) bestehen. 

Aus denselben folgt aber 

und folglich entweder 

!««/»! = 1, !*«/.! = 1 

oder 

l«a/jl = — 1» l*«/jl = — 1- 

Da die Relationen (1.) ungeändert bleiben, wenn man die Vor- 
zeichen von o^ und b^ in die entgegengesetzten verwandelt, so kann 
man nach Belieben die einen oder die andern Gleichungen herstellen. 

Sind also z. B. a^, 6^ 2n Zahlen, zwischen denen die Gleichung 
Sa^h^=\ besteht, so kann man eine unimodulare Determinante angeben, 
deren erste Zeile die Zahlen a^ bilden, und in welcher der Coefficient 
von a^ gleich h^ ist. 

§. 3. ÄoflösuDg der Gleichung 2 a^^ x^ j/g = /*• 

I. Ist f der grösste gemeinsame Divisor der Coefficienten der bilinearen 
Form A = Sa^ß x^jfßj so ist die Gleichung A^-f in ganzen Zahlen lösbar. 

Der Index a möge die Zahlen von 1 bis m, der Index ß die von 
1 bis n durchlaufen. Man nehme n beliebige Zahlei^ ohne gemeinsamen 
Theiler y^, fllr welche die m Ausdrucke 
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nicht sämmtlich verschwinden. Sei h der grösste gemeinsame Theiler der- 
selben, also von Null verschieden, positiv und durch f theilbar. Weil 
dann die Zahlen P^ keinen Divisor gemeinsam haben, so kann man die 
Zahlen p^ so bestimmen, dass 

wird. Ist nun h==fy so ist die Angabe gelöst Ist aber A^/*, und ist 
h' der grösste gemeinsame Divisor der Zahlen 

so ist 

also A' ein Divisor von A. Dann bestimme man die Zahlen qL so, dass 

-2 Ö/j y^ = 1» also ^ a„ß Pa ftß = A' 
wird. Ist A'<:A und V der grösste gemeinsame Di\risor der Zahlen 

X 

SO ist 

also A" ein Divisor von A'. Dann bestimme man die Zahlen p^ so, dass 

wird. Ist A"<A', so fahre man in derselben Weise fort. 

Da nun die Zahlen A ^ A' = A" ^ • • • sämmtlich von Null verschie- 
den, positiv und durch f theilbar sind, so muss einmal A^*^ = A^""^^^ werden. 
Spätestens muss, wenn A^''^=/'ist, auch ti^'^^^ = f sein. Weil jede der 
Zahlen A, A', . . . durch die Form A dargestellt ist, so ist im letzteren 
Falle bereits die Gleichung A=f gelöst. 

Der Beschreibung des Weges, der im Falle A^*^ = A^""*"*^ einzuschlagen 
ist, schicke ich folgende Bemerkungen voraus: Geht die Form A^ wenn 
man x^ durch Tp^^ x^ und y^ durch | q^^ y^ ersetzt, \SiB = :ih^^x^ y^ 
über, und sind beide Substitutionsdeterminanten gleich ±1, so ist der 
grösste gemeinsame Divisor der Zahlen a^. gleich demjenigen der Zahlen 
6y^, und aus jeder Lösung der Gleichung B=f ergiebt sich eine Lösung 
der Gleichung A=f. Enthält femer A=y^2a^x^ nur eine Variable der 
einen Reihe , so löst man die Gleichung A=f^ indem man y^=l setzt 
und 2 a„x„=^f macht 

aal 
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Sei nun der bequemeren Bezeichnung halber h = h\ also 

f «a/J y/J = A '^«1 ^ ^aß Pa = f^ Qß^ ^ «a/J Pa 9ß = *• 

P ** **>P 

Da die Zahlen g^ keinen Divisor gemeinsam haben, so kann man eine 
Determinante ^ten Grades {g^^l = 1 bestimmen, in welcher die Elemente 
der ersten Colonne g^^ = g. sind, und ebenso eine Determinante m ten Gra- 
des|» 1 = 1, in welcher die Elemente der ersten Zeile p^^=: p^ sind. 
Geht nun A in B über, wenn man x^ durch iPy^^y und y^ durch 
2 gg^ y^ ersetzt, so ist 

*11 = ^^ ^aß Pia 9ßl = A» 

ttfP 

*i<f = -. a„ß p^„ qß^=h 2 Qß q^^ = Ac^^, 

*>1 = ^^ ^aßPya 9ßl = ^ ^ ^aPya = *^yl- 

Nun ist aber 

wo 

die Variabein x^ , y^ nicht enthält. Mithin ist 

Ersetzt man also 

OTj -f- Cji or, -h • • • + c^i x^ 

durch ^Tj und lässt x^^ . . . Xm ungeändert (was eine unimodulare Substi- 
tution ist), ersetzt man desgleichen 

yi + ^12 y» H + ^in Vn 

durch y^, so geht B in 

C = A jTi yi -h 67 
über, wo G = 2g .x y^ die Variabein a?j, y^ nicht enthält. Den Fall, 

wo G identisch verschwindet, also h^f ist, haben wir bereits erledigt. 
Ist die Form G nicht gleich Null, so sei g der grösste gemeinsame Divisor 
ihrer Coefficienten. Nehmen wir nun an, dass für Formen G, welche min- 
destens eine Variable jeder Reihe weniger enthalten als ^, die Aufgabe 
bereits gelöst ist, so kann man die Zahlen ti , v^ so bestimmen, dass 

^ ff yd ^y ^d= 9 

wird. Da f der grösste gemeinsame Divisor von g und k ist, so kann 

Journal Ar IfathemaUk Bd. LXZXVI. Heft S. 20 
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man zwei Zahlen z und w finden, welche der Gleichung 

hz + yw = f oder kz H- 7v2gy^ UyV^ = f 

genügen. Zerlegt man nun z irgend wie in zwei Factoren x^ y^ und w 
in UV und setzt uu =x^ ^^<f=y(f? so erhält man eine Lösung der Glei- 
chung C=f^ aus der sich ^eine Lösung der Gleichung A^f ableiten lässt 
Diese Methode, die Gleichung ^ = /^ zu lösen, ist dem Verfehren 
nachgebildet, welches Garns (D. A. 236) gelehrt hat (Vgl. Anm. 3.). Ich 
iiige dazu noch die folgenden Bemerkungen: 

1) Da 2P^p^=i und 2Q^q^ = l ist, so kann man nach §.2 
die Determinante |« | = 1 so bestimmen, dass nicht nur p^^ = p^^ sondern 
auch der Coefficient von p^^ in dieser Determinante gleich P^ wird; und 
analog die Determinante |y^j.|. Dann ist ä =^^^=0 und A geht durch 
die Substitutionen /^, Q direct in hx^y^ + G über, wo G die Variabein 
ar, , y^ nicht enthält. 

2) Ebenso wie oben die Form A durch unimodulare Substitutionen 
in h^x^y^-{- A^ transformirt worden ist, wo A^ die Variabein x^ y^ nicht 
enthält, kann die Form A^ , falls sie nicht Null ist, in h^x^y^ + A^ umge- 
formt werden, wo A^ die Variabein x^^ y^^ ^a? i^a nicht enthält u. s. w. 
Da man endlich zu einer verschwindenden Form gelangen muss, so wird 
^4 auf diese Weise schliesslich in 

H = h^x^y^ + h^x^y^-\ h A/ xi yi 

transformirt. Die Coefficienten dieser der Form A äquivalenten Form £f 
werden in §.6 genauer untersucht werden. 

3) Ist der Rang l der Form A gleich 2, ist /*= 1, fl„^ = — ß^«? 
a^^ = , m=^ n^ so muss in dem obigen Beweise , falls ä > 1 ist, bereits 
A'=l sein. Denn setzt man zur Abkürzung 

-? ««/9 «« "^ß = ("«^)5 also (nu) = 0, {uv) = — (i?m), 

SO ist die schiefe Determinante vierten Grades 

2±{xx) iyy) ipp) iq q) = 0, 

als lineare Verbindung von lauter Determinanten vierten Grades von A. 
Folglich ist auch ihre Quadratwurzel 
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oder es ist 

und mithin 

Wenn also der grösste gemeinsame Divisor f der Coefficienten a^g 
gleich 1 ist, so muss ä'=1 sein. Damit Z = 2 sei, also die Determinanten 
dritten Grades von A sämmtlich Null seien, ist nothwendig und hinreichend, 
dass die Hanptunterdeterminanten vierten Grades von A^ die Quadrate sind, 
alle verschwinden (d. J. Bd. 82, S. 244). Es ergiebt sich folglich der Satz: 

n. Wenn die n* Zahlen a^ß keinen Theüer gemeinsam haben und den 
Gleichungen 

genügen^ so kann man 2n Zahlen P^ , Qß so bestimmen^ dass a^ß = P^ Qß — PßQ^^ 
toird. 

Ist Ä'=l, so muss auch k"=l sein. Nun bleibt aber die soeben 
ausgeiuhrte Rechnung ungeändert, wenn man für die Zahlen qß die Zahlen 
q'ß und für die Zahlen P^ die Zahlen P'^ nimmt. Daraus folgt: 

in. Wenn die »* Zahlen a^ß keinen Theüer gemeinsam haben und 
den Gleichungen 

^aa = ^'i ^aß + ^ßa = 0, ««^ «ytf + «r„y a^ß -^ a„^ ttß^ = 

genügen j so kann man 2» Zahlen /;^, qß so bestimmen j dasSj falls man 

f ««/J 9ß = Pa ^^ ^ ^aß Pa=Oß ^^^^^ %ß== Pa Oß-Pß Qa ^i^^' 
P 



§. 4. Auflösung der Gleichung 2 a^ß x^yß^=^f nach einer anderen Methode. 

I. ht f der grösste gemeinsame Divisor der Zahlen a^ßj so kann 
man ^i ? i^a » • • • i^n ^^ wählen^ dass auch die Zahlen 

keinen grösseren Divisor als f gemeinsam haben. 

Denn die Zahlen A^ sind pämmtlich durch f theilbar, und wenn 

ist, so können sie nicht alle durch eine grössere Zahl als f theilbar sein. 

20* 



156 ' Frobenius, Theorie der linearen Formen mit ganzen Coeffidenten. 

Unabhängig von §.3 lässt sich der obige Satz folgendermassen *) be- 
weisen : 

Sind a^, b^ 2m Zahlen ohne gemeinsamen Divisor, so kann man 
X so wählen, dass die m Zahlen a^x -^ b^ nicht sammtlich durch eine 
beliebig gegebene Primzahl p theilbar sind. Ist nämlich b^ nicht durch p 
theilbar, undjr=0 (mod./i), so ist a^x-hb^ nicht durch p theilbar; haben 
aber b^^ . . . b^ alle den Divisor p , so können ihn «^ , . . . a^ nicht sammt- 
lich haben; ist a^ nicht durch p theilbar und a?=l (mod. p)^ so ist a^x-hb^ 
nicht durch p theilbar. Sind p^ q^ . . . mehrere Primzahlen, so kann man 
X auch so wählen , dass die m Zahlen a„x -^ b„ durch keine derselben 
sammtlich theilbar sind. Denn mehreren Congruenzen ar = oder 1 
(mod. p% j?=0 oder 1 (mod.^^), . . . kann man gleichzeitig Genüge leisten. 
Ist daher d eine beliebig gegebene Zahl, so kann man der Grösse x einen 
solchen Werth ertheilen , dass die m -h 1 Zahlen ax-^b^ und d keinen 
Divisor gemeinsam haben. Ein gemeinsamer Theiler der m Zahlen 
a^x -^ b^ geht auch in die Determinanten 

«« («/j ^-^bß) — aß (a„ x-h bj = a„ bß — Uß b^ 

auf. Sind dieselben nicht alle Null, ist d ihr grösster gemeinsamer Divisor, 
und haben die m 4- 1 Zahlen a^x+b^ und d keinen Theiler gemeinsam, so 
können folglich auch die m Zahlen a^x-^b^ für sich keinen Theiler ge- 
meinsam haben. Mithin kann man x und y so wählen (z. B. y = 1), dass 
die m Zahlen a^x-^b^y keinen Divisor gemeinsam haben. 

Sind aber die Determinanten a^ bß — Cß b^ sammtlich Null , so ist 
%X'^b^y = c^(ax-^by)y wo c^ der grösste gemeinsame Divisor von a^ 
und b^ ist. Da die 2 m Zahlen a„, b^ theilerfremd sind, so sind es auch 
die m Zahlen c„ und ebenso die beiden Zalilen a und b. Wählt man 
also X und y so, dass ax-^-by^l wird, so haben die m Zahlen a^x + b^y 
auch in diesem Falle keinen Divisor gemeinsam. Ist allgemeiner f der grösste 
gemeinsame Divisor der 2m Zahlen a^, ä„, so kann man folglich den 
Variabein x^ y solche Werthe ertheilen , dass f auch der grösste gemein- 
same Divisor der m Zalilen a^x-k-b^y wird. 



*) Der Fall, dass der Rang des Coefficientensystems gleich m^n ist, bietet hier 
besondere Vereinfachangen dar, so dass er auch ohne den Schluss von n — 1 auf n leicht 
zu erledigen ist. Vgl. Sm. p. 314. 
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Nehmen wir nun an, der zu beweisende Satz sei für lineare Formen 
von n— 1 Variabein richtig. Ist dann g der grösste gemeinsame Theiler 
der Zahlen a^^(a = 1, 2, ... in; d = 2, 3, . . . «), so kann man t?,, r,, . . . v^ 
80 wählen, dass g auch der grösste gemeinsame Theiler der m Zahlen 

wird. Da dann f der grösste gemeinsame Divisor der 2m Zahlen a^, b^ 
ist, so kann man y^ , t? so wählen , dass auch die m Zahlen a^ y^ + h^ r, 
oder wenn man vv^^y^ setzt, die m Zahlen 

keinen grösseren Divisor als f gemeinsam haben. 

Alsdann kann man die m Zahlen x^ so bestimmen, dass 

wird. 

Ist f der grösste gemeinsame Divisor der Zahlen o^^ , so kann 
man die Zahlen z so wählen, dass f auch der grösste gemeinsame Divisor 
der Zahlen 2" a„f.^ z^ = A^^ wird. Alsdann kann man aber die Zahlen 

y apy y ap 

x^, y^ so bestimmen, dass 

f= - Kp ^aVß^^ ^aßy ^a Vfl -y 

wird. Durch wiederholte Anwendung dieses Schlusses ergiebt sich der Satz : 
n. Eine Functiorij welche in Bezug auf mehrere Reihen von Variabein 
homogen und linear ist, kann Jeden beliebigen Werth annehmenj welcher durch 
den grössien gemeinsamen Divisor ihrer Coefficienten (heilbar ist 

§. 5. Die RedactioQ einer bilinearen Form auf die Normalform. 

Den Variabein j?^ , . . . or^ ; y^ - . • y^j der bilinearen Form 

A = 2a„ß x„ y^, 

deren Coefficienten den grössten gemeinsamen Divisor f^ haben, kann man 
solche Werthe x^=p^^^ Vs^^pi ertheilen, dass A^f^^ also 

wird. Daher sind die m Zahlen 'p^^ ohne gemeinsamen Theiler und eben- 
so die n Zahlen q^^^ und folglich kann man eine Determinante iwten Gra- 
des \p^p\ = 1 und eine Determinante nten Grades Is'«^! = 1 bilden. 
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Ist dann 
und 

so ist flf„=l, und mithin 
WO die Form 

^1 = -^ (9aß — 9al 9lß) ^a Vß 

die Variabein x^^ y^ nicht enthält. Ersetzt man 

9C 

durch x^ und lässt a?,, . . . j?^ ungeändert (was eine unimodulare Substi- 

tution ist), ersetzt man desgleichen -^ — durch y^, so erhält man die der 

Form A äquivalente Form 

fx ^1 Vi + A ^1 . 

Wenn die Form A^ nicht identisch verschwindet, und der grösste 

gemeinsame Divisor ihrer Coefficienten gleich f^ ist, so kann sie auf die 

nämliche Weise in 

f% ^% y^ "•" f% ^i 

transformirt werden, wo A^ die Variabein x^^ y^, or,, y, nicht enthält. 
Setzt man dies Verfahren so lange fort, bis man zu einer identisch ver- 
schwindenden Form Ai gelangt, so hat man A durch unimodulare Sub- 
stitutionen in 

(1.) F — f,x,y, + fj^ x^ y, + /;/;^ x^y^ H ^ fif^'" fi^iVi 

transformirt, oder wenn man 

(2.) e^ = fj,...f^ 
setzt, in 

(3.) F= «1 x^ yi + ^2 *2 ya + ^8 ^8 »8 H »- ^l^lVU 

Diese Form, in welcher e^ von Null verschieden, positiv und durch e^_^ 
theilbar ist, heisst die Reducirte der Form A. (Für den Fall Z = m vgl. 
Sm. p. 314.) Der Rang von JP' ist gleich /, und weil e^ durch e^_^ theil- 
bar ist, so ist der grösste gemeinsame Divisor aller Determinanten iten 
Grades von F gleich 

(4.) di = e^e^''' ex=f\f\''^ • - -/i- 
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Folglich ist 

(5.) e, = -^ 

der Ate Elementartheiler der Form 

d^ d^ dl 

Da nun A der Form F äquivalent ist, so muss nach §.1 auch 
der Rang von A gleich l und der Ate Elementartheiler von A gleich e^^ 
sein. Aus der Gleichung 

ergiebt sich daher der Satz: 

I. 7^/ in einem System von ganzen Zahlen^ die nach Zeilen und Co- 
lonnen geordnet sindj d^ der grösste gemeinsame Divisor aller Determinanten 

X ten Grades^ so sind nicht nur die Quotienten — ^ = e^j sondern auch die 

Quotienten — ^ = /]^ ganze Zahlen. 

Ist also rfi = rfjj = . . . = rf^ = 1 , mithin . ^^ = ^, = • • • = «»^ = l und 
/"i = /i = • • • = A = 1 und ist rfx-+-i = ^x+i = /x-+-i von 1 verschieden, so ist 

d( > rf/_i > • • • > rfjj^i > rfjj = rfjf—i = • • • = rfj = 1 , 

^/ ^ ^/-i ^^ • • • ~ ^x+i >^ ^x = ^x-1 = • • • = ^1 = 1. 

Zwei äquivalente Formen haben denselben Rang und dieselben 
Elementartheiler. Der Rang l ist durch die Elementartheiler in so fem 
mitbestimmt, als ^^^^ = und e^ von Null verschieden ist. Da nun die 
Coefficienten von F die Elementartheiler von F sind, so können zwei 
Reducirte, falls sie nicht identisch sind, nicht äquivalent sein. Zwei For- 
men femer, welche dieselben Elementartheiler besitzen, können durch uni- 
modulare Substitutionen in die nämliche Reducirte, und folglich auch in 
einander transformirt werden. Mithin ist die üebereinstimmung der Ele- 
mentartheiler die nothwendige und hinreichende Bedingung für die Aequi- 
valenz zweier Formen, oder die Zahlen e^, e^, . . . e^ bilden ein vollstän- 
diges System von Invarianten der Form A. 
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Wenn z. B. zwei Formen denselben Rang l haben, und der grösste 
gemeinsame Divisor der Determinanten Zten Grades für beide das näm- 
liehe Product verschiedener Primzahlen ist, so sind sie äquivalent. 

Nennt man die Form A' =^2a^^y^x^ der Variabebi x^^ . . . x^; 
^j, . . . y^ die conjugirte Form von JL, so besitzen A und A die näm- 
lichen Elementartheiler. Folglich ist jede Form ihrer conjugirten äquivalent. 

Wenn zwei Formen sich gegenseitig enthalten, so haben sie nach 
§. 1 dieselben Elementartheiler, und können mithin durch unimodulare 
Substitutionen in einander transformirt werden. 

Ist der Rang l der Form A kleiner als m oder n , so ist A einer 
Form von l Variabeinpaaren, deren Determinante von Null verschieden ist, 
äquivalent (vgl. §.3, Anm. 2). Ist aber l = m^n^ enthält also die Form 
A von jeder Reihe n Variabein, und ist ihre Determinante ± d von Null 
verschieden, so lässt sich A auf die Form 

reduciren, und es ist 

d^nn'"-^fn' 

Die Zahl, welche angiebt, auf wie viele Arten d in dieser Weise 
dargestellt werden kann , ist daher die Anzahl h (d) der Klassen nicht 
äquivalenter Formen, in welche die bilinearen Formen der nicht verschwin- 
denden Determinante n ten Grades ± d zerfallen. Zerlegt man d in zwei 
theilerfremde Factoren d' rf", so ist, wie leicht zu sehen, h (rf) = Ä(rf')-Ä(rf"). 
Ist a eine Primzahl und d = a. so kann d auf so viele Arten in der 
obigen Weise dargestellt werden, wie der Exponent auf die Form 

a = noi •+• (n — 1) «a + •••-*- a^ 

gebracht werden kann. Diese Anzahl ist der CoefficieÄt von x^ in der 
Reihenentwicklung 

Sind folglich a^b^ c^ . , . verschiedene Primzahlen, so zerfallen die 
Formen der Determinante ±d = a" bP c^ . . .m h^h^h . . . Klassen (vgl. 
Cayley^ d. J. Bd. 50, S. 315). Diese Zahl ist von den Primzahlen, welche 
in d aufgehen, unabhängig und nur durch die Grade bestimmt, in welchen 
diese Primzahlen in d enthalten sind. 
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Ist die Determinante der Form A von n Yariabelnpaaren nicht 
gleich Null, so heisst 



1—1 



Ä-'= 



Xß 



a 



aß 



die reciproke Form von A (jF)*. S. 7). Sind P und Q die Snbstitationen, 
"welche A in die reducirte Form 

iP = e, *, y, + e, jr, y, H •- e„ *„ y„ 

transformiren, so folgt ans der Gleichung 

PAQ = F 

durch Uebergang zu den reciproken Formen und Multiplication mit der 

Gonstanten k (jFV. §.2, II) 

Q-'{kA-')P-' = kF-' = -^x,y, + ^x,y, + ''- + ^x^p„. 

Ist k durch e^ theUbar *) , so sind die Coefficienten der Formen kA"^ und 

ÄJP"^ ganze Zahlen. Ebenso sind die Coefficienten der unimodularen Sub- 

k k 
stitutionen Q"^ und P"^ ganze Zahlen. Da femer — durch theilbar 

ist, so ist kF"^ die Reducirte von kA^^. 

n. Ist e^ der X te Elementartheüer einer Form von n Yariabelnpaaren 

k 
mit nicht verschwindender Determinante und k durch e^ theübarj so ist 

der Xte ElemerUartheüer der mit k multiplicirten reciproken Form. 



§. 6. Einfache Elementaxtheiler und Systeme zosammengesetzter Elementartheiler. 

Aus dem Satze I, §. 5 ergiebt sich die Folgerung (vgl. Cayley^ d. J. 
Bd. 50, S. 314): 

I. Ist eine Primzahl in dem grössten gemeinsamen Divisor aller De- 
terminanten X ten Grades eines Elementensystems im Grade d^ enthalten^ so sind 



*) Nennt man einen Brach a durch einen andern b theilbar, wenn der Quotient 
-y- eine ganze Zahl ist, so kann man den Begriff des grössten gemeinsamen Divisors 

(Masses) auch auf Brüche ausdehnen. Der Nenner des grössten gemeinsamen Divisors 

dn 
mehrerer Brüche ist der Generalnenner derselben. Demnach ist ^^ e^_i . . . ei^i = -7- 

der (jreneralnenner aller Determinanten (n — >l)ten Grades von A~^, 

Jounud Ar Mathemaük Bd. LXXXVI. Heft 8. 21 
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nicht nur die ersten, sondern auch die zweiten Differenzen der Zahlen d^ nicht 
negativ. 

Ist also €^ = d^ — d^__^ und ist 6^ = 0, 6^^^ nicht Null, so ist 

*/ ^ ^i-i > • • • > d^i ^ ^* = ^x-i = • • • = dx = 0, 

Jede Primzahl, welche in d^ aufgeht, muss daher auch in e^^ enthalten 
sein, nur möglicherweise in einer niedrigeren Potenz. Ist, in Primfeu^toren 
zerlegt, 

e^ = a«iL b^^ cn . . ., 

so heissen a«>t, 6^a, . . . (A = 1, 2, . . . /) die einfachen ElementarAeiter*) 
des Systems JL, und es wird a die Grundzahl, a der Grad des einfachen 
Elementartheilers a" genannt. Wenn die einfachen Elementartheiler a^, 
a^\ . . . ¥^ . . . in irgend einer Reihenfolge sämmtlich bekannt sind, so 
kann man aus ihnen zufolge der Ungleichheit a^ ^ a^_^ leicht die Elemen- 
tartheiler e^ zusammensetzen. Die höchsten Potenzen von a, 6, . . . sind 
die Factoren von c^, die nächsthöchsten die von e^,^, u. s. w. Diese Be- 
merkung will ich benutzen, um die Elementartheiler der Form 

Ä = Ä, ^1 yi -h Ä, JT, y, + • • • + A/ x/ yi 

vom Range l zu bestimmen, deren Coefficienten h^ sämmtlich von Null 
verschieden sind. Eine in k^h^ . . . hi=^ di aufgehende Primzahl a sei in 
h^ in der Potenz q^ enthalten, die grösste der Zahlen q^ sei a^, die nächst- 
grösste ai__^ u. s. w. Dann enthält di die Primzahl a in der Potenz 
«1 -*- «2 + • • • + «/• Die Determinanten (/— l)ten Grades von IT, welche 
nicht verschwinden, A, Äj, • • • A^, Ai A3 • • • A^, • • • Äi A, • • • hi_^ enthalten 
die Primzahl a alle in der Potenz «j -h a, h — • h- ai_^ und eine ent- 
hält sie in keiner höheren. Daher enthält sie der grösste gemeinsame 

Divisor rf^^^ der Determinanten (Z— l)ten Grades von H in der nämlichen 

dl 
Potenz. Folglich ist ——=6^ durch die a^te Potenz von a theilbar, ebenso 



*) Herr Kronecker (Monatsber. d. Berl. Ak. 1874, März) braucht diesen Namen 
in einem ganz andern Sinne, nämlich für einen Elementartheiler a'', dessen Exponent a=l 
ist. Dafür kann man aber eben so bequem „Elementartheiler ersten Grades" sagen, also 
einen besonderen Namen leicht entbehren. 
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2 — = ^/_i durch die a/_ite u. s. w. Mithin sind die Zahlen a"i (A = /, /— 1, . • • 1) 

oder in anderer Reihenfolge die Zahlen aQk die einfachen Elementartheiler 
Yon H mit der Grundzahl a. Man findet also die einfachen Elementar- 
theiler von Ä, indem man jeden Coefficienten hj^ in Factoren zerlegt, die 
Potenzen verschiedener Primzahlen sind. Dann ist e^ das Product der 
höchsten Potenzen, in denen die verschiedenen Primzahlen in den Zahlen 
h^ enthalten sind, e^^^ das Product der nächsthöchsten u. s. w., e^ das Pro- 
duct der niedrigsten Potenzen. Daher ist e^ das kleinste gemeinschaftliche 
Vielfache und e^. der grösste gemeinsame Divisor der Coefficienten Aj^ , und 
man erkennt so, dass der Begriff der Elementartheiler die Verallgemeine- 
rung der Begriffe des kleinsten gemeinschaftlichen Vielfachen und des 
grössten gemeinsamen Divisors zweier Zahlen auf Systeme von mehr als 
zwei Zahlen hildet. Nennt man nun l Zahlen kj^ ein System zusammen- 
gesetzter Elementartheiler der Form A vom Range Z, wenn die Potenzen 
verschiedener Primzahlen, deren Producte sie sind, die sämmtlichen ein- 
fachen Elementartheiler von A sind, so erhält man die Sätze: 

IL Wird eine Form A== 2 a - x^ y^ irgendwie durch unimodulare 
Substitutionen in H= 2 h^ x^ y^ transformirtj so ist die Anzahl der Variabeln- 
paare von H gleich dem Range von Aj und die Coefficienten von H bilden 
ein System zusammengesetzter Elementartheiler von A. 

in. Bilden die Zahlen h^ irgend ein System zusammengesetzter Ele- 
mentartheiler einer Form, so ist ihr die Form 2 h^ x^ y^ äquivalent 

Eine Form heisst zerlegbar^ wenn sie die Summe von zwei oder 
mehreren Formen ist, die keine Variable gemeinsam haben. Hängt z. B. 
A' nur von den Variabein x^^ . . . x^\ ^i^ • • • y« ^^d A" nur von den 
Variabein ^^+i, . . . x^\ y^^^, * * * y^ ab, so ist A^- A -^ A' in die bei- 
den Theile A und A zerlegbar. Jede von Null verschiedene Determi- 
nante iten Grades von A ist das Product einer Determinante xten Grades 
von A und einer (A— x)ten Grades von A\ Der Rang einer zerlegbaren 
Form ist gleich der Summe der Rangzahlen der einzelnen Theile. Sind 
^x» ^v ^i ^^ grössten gemeinsamen Divisoren der Determinanten Aten 
Grades in den Formen A^ A\ A\ so ist d^ der grösste gemeinsame Di- 
visor der Zahlen rfj[, rfj[_i rf;', d[^^ rf^', • • • rf^ «^i-i, rfi'- 

21» 
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Nach §.3 kann man, wenn k den Rang von A und l—k den von 
A' bezeichnet, A durch unimodulare Substitutionen in 

Ä' = Äi -^1 yi + Äs ^2 ya H ^h^k Vk 

und JL" in 

H" = Ajfc^i ÄTjfc+i y;t+i + ••• + */ -^z y/ 

transfonniren, also A=^Ä'^ A' in 

Da äquivalente Formen die nämlichen einfachen Elementartheiler besitzen, 
so ergiebt sich daraus nach Satz 11 : 

IV. Die einfachen Elementartheiler einer zerlegbaren Form sind die' 
jenigen ihrer einzelnen Theile zusammengenommen. 

Sind z. B. q^ n beliebige Zahlen ohne gemeinsamen Theiler, für 
welche die m Ausdrücke 2 a^^ q. = hP^ nicht sämmtlich verschwinden, 
ist h ihr grösster gemeinsamer Divisor und 2 P^p^=l^ so ist der grösste 
gemeinsame Divisor A' der n Zahlen 2a^ßP^ = h' Qß entweder gleich h 
oder ein Divisor von h (§.3). Ist ä' = ä, so ist A einer zerlegbaren Form 
C^h x^jf^-i-G äquivalent, wo G die Variabein ar^, y, nicht enthält. Die 
einfachen Elementartheiler von C sind daher die von G und die Potenzen 
verschiedener Primzahlen, welche in h aufgehen. Daraus folgt: 

V. Ist h= 2 a^ß p„ qß ein gemeinsamer Divisor der Zahlen 2 a^ß qß 

ttfß ß 

und 2 a^ß p„ , so sind die Potenzen verschiedener Primzahien^ deren Product 
h istj einfache Elementartheiler des Systems a^ß. 

Genügt also h dieser Bedingung nicht, so muss nothwendig h'^h sein. 

Sei, um für den Satz II. ein Beispiel zu geben, 9 (m) eine aus der 
Zahl m nach irgend einer Regel berechnete ganze Zahl, und, wenn d alle 
Divisoren von m durchläuft, 

^ 9 (rf) = rim). 

Seien a^ (;i = l, 2, . . . n) n verschiedene ganze Zahlen, unter denen alle 
Divisoren von m sind, faUs m unter ihnen ist. Ist /i .= 1, wenn a^ in 0. 
aufgeht, sonst aber 0, so ist ;?^^=1, und falls «i -< «,-<•••< «^ ^i 
^ =0 für a>/?. Daher ist die Determinante »ten Grades \pA = l^ auch 
dann, wenn die Zahlen a^ nicht der Grösse nach geordnet sind. Geht nun 
die quadratische Form ^vC^Ol^i ^^^^ ^^ unimodulare Substitution 
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yi = ^Piy^r '^ ^Kß^a^ß ii^er, SO ist *„^=f y(«i)/^A«/^x^. Das Pro- 
dact pj^ p^ ist nur dann von Null verschieden und gleich 1, wenn a^^ so- 
wohl in a^ als auch in a^, also auch in den grössten gemeinsamen Divisor 
a^p der Zahlen a^ und «^ aufgeht. Daher ist b^ß = 2(p(d)^ wo d alle Di- 
visoren von a^ß durchläuft, oder b^^^f^a^^. Die quadratische Form 
^f(flaß)^a^ß ^ ^^ ^^^ Form ^(pia^jfl^ äquivalent (ßmith^ Proceedings 
of the London mathematical society, vol. VIIj p. 208). Ist a^^^ X und y (m) 
die Anzahl der Zahlen eines vollständigen Restsystems (mod. m\ die relativ 
prim zu m sind, so ist f(fn)=m. Ist also a„. der grösste gemeinsame 
Divisor von a und /?, so sind 9(1), 9(2), ... ^(n) n zusammengesetzte 
Elementartheiler des Systems a^^ und die quadratische Form ^a^^x^x^ 
ist der Form 2^(X)]/[ äquivalent*). 



§. 7. Alternirende bilineare Formen. 

Ist A = 2 a^ß ^aVß ®^® bilineare Form der Variabebi ar^, . . . a?^; 
^j, . . . y^, so stellt die Determinante 



A 


BA 


9^ 


hA 
Bx, 


«U 


••• «lifc 


BA 
Bxk 

1 


1 M 


• • • «iWfc 

• 1 •"!• 



eine von ar^, y^ . . . j?;^» y^• unabhängige bilineare Form dar. Diese Be- 
merkung will ich benutzen, um für den Fall, dass A eine alternirende 
Form, also «„^ = — a^„, ««« = 0? m = n ist, die Normalform F (§.5) 
durch eine andere zu ersetzen. 



. . . d 



*) Ist a„ßy,,,x ^^^ grösste gemeinsame Divisor der k (^n) Zahlen a^ «^ a^^ 
so ist ebenso die Form Aten Grades 2 f (a„ßy^^^jg) x^XßXy . . .x^ der Form 2*9 («j^) y* 
äquivalent. Wenn man daher in einer algebraischen Invariante der ersteren Form die- 
jenigen Coefficienten /*(fl«Äy...,), deren Indices nicht alle einander gleich sind, dmxsh Null, 
and diejenigen, deren Indices alle gleich X sind, durch (piaj) ersetzt, so bleibt sie nn- 
geändert 
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Sei fj^ der grösste gemeinsame Divisor der Coefficienten von A, 
und seien x^=p^^^ Ifß'^^Ptp Werthe, ftr welche 

^ ^aß Pia Ptß = fl 

wird. Schreibt man diese Gleichung in der Gestalt 

^-jr- (Pia Piß - Piß PiJ = li (« > ß) 

so sieht man, dass die Determinanten p^^ Ptß— Piß Pia ^^^^ sämmtlich einen 
Divisor gemeinsam haben. Daher kann man (vgl. §. 8, VI.) n (n—2) Zahlen 
Psa^ * ' ' Pna ^^ bestimmen, dass die Determinante nten Grades \p^ß\ = 1 
wird. Dann ist 

^^aß iPia ^l -^ - "^ Pna ^fdiPißVl + ' ' ' + Pn/J yJ = fl ^ ^yd ^y Vd=fl^ 

eine der Form A äquivalente Form, die altemirend ist, weil sie durch 
cogrediente Substitutionen aus A hervorgeht, und in der Äj, = — ä,i = 1 ist 
Setzt man nun 



A = 



so ist 



H 

8// 

8x, 



8Ä 8» 



8*1 

da 

9*. 



dB hB 

1 



— 1 







„ BB dB BB BB . 



8y, 80^1 8yi Bx^ 

und Ai nach dem oben erwähnten Satze von a?n j^i, ^ijjfi unabhängig. 
Ersetzt man in der Form H 

BH 



By% 
BB 

öyi 

8g 

8^, 

8// 



= xi + *s« ^s + • • • -H Ä»ö *n durch ari, 
= JTj H- Äi5 xs 4- ••• + *!,» :r^ durch ar„ 



= yi 



Ä32 ys 



8x1 



-*- *i» yn durch Vi » 
-H Ä,„ y^ durch y„ 



= yt "*" *is ys + • • • ■ 

und lässt j:?s, ys, . • . ^n^ 3fn ungeändert (was cogrediente unimodulare Sub- 
stitutionen sind), so geht H in Xi^/^—^iSfi-^Ai über. Folglich lässt 
sich A durch cogrediente Substitutionen in 

fl (xi y« — Xi t/i) 4- fl Ai 
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transformirea*), wo die Form A^ altemirend ist und die Variabein j?i, y^ 

o^s, jfi nicht enthält. Ist dieselbe nicht Null, und ist f^ der grösste 

gemeinsame Divisor ihrer Coefficienten, so kann sie auf die nämliche 

Weise in 

/i (*8 Vi — ^4 !fs) + /« ^ 

transformirt werden, wo A^ die Variabein ^i, yi, . . • ^4, ^4 nicht ent- 
hält Setzt man dies Verfahren so lange fort, bis man zu einer verschwin- 
denden Form gelangt, so hat man A durch cogrediente unimodulare Sub- 
stitutionen in 

(1.) c = /; (jr^ y,— jr^y^) + fj^ (^sy4— ^4^3) +— -*-A/i—//(^«/-i y«/— ^2/y»^i) 
= «t (^1 yt — ^% Vi) -*- ^4 (^8 va - •a?4 ys) + — »- ^/ (*2/-i V21 - *«/ Vfi^i) 

transformirt. Der Rang von G ist 21. Ist rf^^ der grösste gemeinsame 
Divisor der Determinanten Aten Grades von C, so findet man entweder 
wie in §.5, oder auch mit Hülfe des Satzes IV, §. 6 

(2.) rf,x = (^2^4•••^t/ = (/^i/•^^•••/]L)" 

(3.) rf,x = ^iji ^iji-ij ^k-i = ^%i ^-2. 

Mithin ist 

(4.) d^j^ d^i^i = ^x-i, 

dl 
oder wenn man -r— = e^ setzt, 

(5.) ^,;i = €^j^_^ , 

Da die der Form G äquivalente Form A denselben Rang und dieselben 
Elementartheiler besitzt, so ergeben sich folglich die Sätze: 

I. In einer schiefen Determinante ist der 2Xte Elementartheiler dem 
(2X — V)ten gleich, also der Rang stets eine gerade Zahl, 

n. In einer schiefen Determinante ist der grösste gemeinsame Divisor 
der Unterdeterminanten desselben paaren Grades ein Quadrat 



*) Man kann die beiden obigen Transformationen in eine zusammenziehen, indem 

man nach §.2 die Zahlen p^^^ . . . p^^ so bestimmt, dass 2 -^r p%ß der CoefBcient von 

a„g 
p^^ und S -^ p^fg^ der Coe£Bcient von p^ß in der Determinante nten Grades \Pfnß\ = 1 

wird. 
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m. Sind zwei altemirende Formen äquivalentj so können He durch 
cogrediente Substitutionen in einander transformvrt werden. 

Die EinÜEtchheit des letzten Satzes scheint um so bemerkenswerther, 
je compUcirter die Bedingungen sind, unter denen zwei symmetrische bi- 
lineare Formen durch cogrediente Substitutionen in einander transformirt 
werden können. 



§. 8. Lineare GleichaugeD. 

Das in den §§.5 und 6 gewonnene Ergebniss lässt sich auch fol- 
gendermassen ausdrucken: Seien 

m Linearformen der Variabeln Xi, x^, . . . x^^^ und seien A'^ m lineare 
Verbindungen derselben, durch welche sich auch umgekehrt die Formen 
A^ (ganzzahlig) ausdrücken lassen 

Anstatt der gegebenen Variabeln mögen femer durch eine unimo- 
dulare Substitution 

^/J = ^/Jl «^1 ■*■ ^/» -^t + • ' • "*■ ^ßn ^n (ß = 1>2, . . . n) 
n neue Variabeln eingeführt werden. Ist nun l der Rang des Systems A 
der Coefficienten a . und bilden die / Zahlen h^ irgend ein System zu- 
sammengesetzter Elementartheiler von ^,. so kann man jene beiden Um- 
formungen so wählen, dass 

A\ = hj,xl, ^/+^ = U=l,2,.../) 

wird. Man kann sie z. B. so einrichten, dass hj^ der Ate Elementartheiler 
von A wird, also h^ durch hj^__^ theilbar. In dem Coefficientensystem der 
/ Linearfbrmen 

Ä^ = C;^ OTj •+• Cj^j or, -f- • • • + Cj^ Xn (A = 1 , 2, . . . /) 

haben die Determinanten Zten Grades keinen Divisor gemeinsam, weil die 
Determinante «ten Grades |c?„^| = ±l eine homogene lineare Function 
jener Determinanten ist. Ebenso haben in detf Gleichungen 

die Determinanten /ten Grades der Coefficienten keinen Divisor gemeinsam. 
Es ergeben sich also die Sätze: 



Frobenius, Tlieorie der linearen Formen mit gctnzen Coeffidenten. 269 

I. Ist l der Rang des Systems der m Linearformen 

find sind h^ irgend l zusammengesetzte Elementartheüer derselben, 

1) so können, die Formen durch unimodtUare Substitutionen in 

transformirt werden, wo die Determinanten Iten Grades des Coeffidentensystems 
b^j^ keinen Divisor gemeinsam haben; 

2) 50 giebi es l lineare Verbindungen dieser Formen 

^i = ^k i^n «^1 + ^ju *« + ••• + ^An ^f^^ 

in denen die Determinanten Iten Grades der Coeffidenten c^ß keinen Divisor 
gemeinsam habenj und aus denen sich auch umgekehrt die m Formen A^ 
linear zusammensetzen lassen. 

Diese Sätze bilden die Grundlage fiir die Theorie der (ganzzahligen) 
linearen Gleichungen. 

Sei zunächst m:^n = l. Angenommen, die Werthe der m Formen 
A^ sind ganze Zahlen, während die Variabein gebrochene Werthe haben 

ar^ = -^, wo a^ a^^ . . . a^ keinen Theiler gemeinsam haben. Dann sind 

auch die Werthe der n Formen Ä.^h.x. (/J= 1, 2, . . . w) ganze Zahlen, 

n*. 

währe^d Xß=-^ ist, wo n, n^ , . . . d^ keinen Theiler gemeinsam haben. 
Da (§. 6) der nte Elementartheüer e^ von A das kleinste gemeinschaftliche 
Vielfache der n Zahlen A. ist, so sind folglich auch die n Zahlen e^ -^ 

^ a 

ganz, und daher ist a ein Divisor von e^. Ist A^^ = e^^, so sind die Werthe 
der Formen AL ganze Zahlen, wenn man x^ = — und sonst a?',=0 setzt. 

Es giebt also wirklich Brüche mit dem Generalnenner c^, für welche die 
Formen A^ ganzzahlige Werthe annehmen. Da, falls Z < n ist, ^^ = ist, 
so gilt allgemein der Satz: 

n. Werden mehrere homogene lineare Functionen von n Variabein 
ganzen Zahlen gleich^ wenn man fiir die Variabein Brüche setzt, so ist der 
nie Elementartheiler ihres Coefßdentensystems durch den Generalnenner dieser 
Brüche theilbar. 

Joarnal dir MathemAtik Bd. LXXXVI. Heft 8. 22 
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Sei zweitens n'>m = l^ seien also 

m unabhängige lineare Gleichungen. Dieselben kann man durch m un- 
abhängige lineare Verbindungen ersetzen, also auf die Form 

oder 

bringen; wo die Determinanten mten Grades der Coefficienten c - keinen 
Divisor gemeinsam haben. Diese Gleichungen haben n—m unabhängige 
Lösungen 

^i = *ijj? ^9 = *2/9? • • • «^/i = */i/99 (/? = 1, 2, . . . n — m) 

die man als ganze Zahlen voraussetzen kann. Die allgemeinste rationale 
Lösung ist dann 

(l.J Xi = ^ b^ß Zß^ x^=^ ^ o^ß Zßy . . . X|, = ^ Og^ß Zß^ 

WO die Grössen Zß beliebige rationale Zahlen sind. Die n—m linearen 
Gleichungen 

habe ich (d. J. Bd. 82, S. 236) den m Gleichungen ^« = adjungirt ge- 
nannt. In zwei adjungirten Gleichungssystemen bilden die CoeflScienton 
des einen ein vollständiges System unabhängiger Lösungen des andern. 
Ohne diese Beziehung zu ändern, kann man die Gleichungen Bß=^0 durch 
n — m beliebige unabhängige lineare Verbindungen 

Dß = d^ß x^-h d^ßOr^-i h d^ß x^ = 

ersetzen, z. B. durch solche, dass die Determinanten (n—iw) ten Grades der 
Coefficienten d^ß keinen Divisor gemeinsam haben. Alle rationalen Lö- 
sungen der gegebenen Gleichungen werden dann auch durch die Formeln 

(2.) Xi = 2 djß Zß^ x^ =: 2 d^ßZßj . . . Xj^^ 2 d^ß Zß 

dargestellt. Sind die Grössen Zß ganze Zahlen, so sind auch die Lö- 
sungen (1.) oder (2.) ganze Zahlen. Stellen die Formeln (1.) auch ganz- 
zahlige Lösungen dar, wenn man den Grössen Zß gebrochene Werthe er- 
theilt, so ist der Generalnenner dieser Brüche ein Divisor des (»--Jii)ten 
Elementartheilers des Goefficientensystems b^ß. Da der (n— m)te Elementar- 
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theiler des Coefficientensystems d^^ gleich eins ist, so müssen die For- 
meln (2.) sämmtliche ganzzahligen Lösungen für ganzzahlige Werthe der 
Grössen z. darstellen. Mehrere ganzzahlige Lösungen bilden ein Funda- 
mentakystemj wenn man jede ganzzahlige Lösung aus ihnen zusammen- 
setzen kann, indem man sie mit ganzen Zahlen multiplicirt und addirt. 
Demnach ergiebt sich der Satz: 

in. Damit mehrere Lösungen von m unabhängigen homogenen linearen 
Gleichungen zwischen n Unbekannten ein Fundamentalsystem bilden^ ist noth- 
wendig und hinreichend^ dass die Determinanten (n — Tn)ten Grades , die sich 
aus ihnen bilden lassen, keinen Divisor gemeinsam haben. 

Dabei kann die Anzahl der Lösungen gleich n — m oder auch 
grösser als w — m sein. 

Endlich will ich ein Bild von der Gesammtheit der Werthe ent- 
werfen, welche m lineare Formen fiir ganzzahlige Werthe der Variabein 
annehmen können, also die Bedingungen suchen, unter denen die m nicht 
homogenen linearen Gleichungen 

durch ganzzahlige Werthe der Unbekannten befriedigt werden. Sei A das 
System der Coefficienten ««i? • • • ^<m ^^^ ^ ^^ ^^^ Coefficienten a^, 
a„j, . . . a^ (a= 1, 2, . . . w). Ich nehme irgend fk der m Gleichungen 
(3.) und bilde aus ihren Coefficienten alle Determinanten /i*ten Grades. 
Eine solche Determinante kann dann, wenn sie dem System C und nicht 
dem System A angehört, wenn sie also Elemente a^ enthält, vermöge der 
Gleichungen (3.) als eine lineare Verbindung von Determinanten von A 
dargestellt werden. In den betrachteten (a Gleichungen ist also der grösste 
gemeinsame Divisor der Determinanten /uten Grades von C ebenso gross 
(d. h. nicht kleiner) wie deijenige der Determinanten /i*ten Grades von A. 
Daher ist auch der grösste gemeinsame Divisor aller Determinanten ftten 
Grades von C gleich dem aller Determinanten /i*ten Grades von -4, und 
der Rang von C gleich dem Range l von A. Diese Bedingungen sind 
aber nicht von einander unabhängig, sondern es gilt der Satz: (Für den 
Fall / = m vgl &n. p. 310.) 

IV. Damit mehrere nicht homogene lineare Gleichungen durch ganz- 

zahlige Werthe der Unbekannten befriedigt werden könnenj ist nothwendig 

22' 
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und hinreichend, dass der Rang l und der grösste gemeinsame Divisor der 
Determinanten Iten Grades des Systems der Coefficienten der Unbekannten nicht 
geändert wirdy wenn zu diesem System noch die constanten Glieder der Glei- 
chungen hinzugefügt werden. 

Indem man die gegebenen Gleichungen durch lineare Yerbindongen 
ersetzt und die Variabein durch eine unimodulare Substitution transformirt, 
kann man sie auf die Gestalt 

(4.) Oj -h Äi jrj = 0, . . . ff/ •+• Ä/ ä'/ = 0, fl/^i = 0, . . . fl^ = 

bringen, wo die Zahlen a^ lineare Verbindungen der Zahlen a^ sind. Bei 
dieser Umformung bleibt (§. 1) der Rang von A und von C, und der 
grösste gemeinsame Divisor der Determinanten Aten Grades von A und 
von C ungeändert. Da nun der Rang von C gleich / vorausgesetzt ist, 
so müssen auch in dem transformirton System die Determinanten (/+ l)ten 
Grades 

h^ h^ , , , Hl ff/4.1, • • • hl h^ . • , hl fffn 

verschwinden, also, weil ä^ä, . . . Ä/=rf/ von Null verschieden ist, a/^^, ...«,» 
gleich Null sein. Demnach enthalten die Gleichungen (4.) keinen Wider- 
Spruch, und ihre Auflösung ist in rationalen Zahlen möglich. Die von Null 
verschiedenen Determinanten /ten Grades des transformirten Systems C sind 

h^ h^ h^ . m • A/, ff j A| Ajj . . . A/, A^ ffj Aj . . • Ä/, , , , h^ h^, . , A/_x ^/. 

Da nach der Annahme ihr grösster gemeinsamer Divisor gleich A^ A, . . . A/ 
sein soll, so muss a^ durch A, , a, durch A, , . . . a/ durch A/ theilbar sein. 
Folglich werden die Gleichungen (4.), also auch die Gleichungen (3.) durch 
ganzzahlige Werthe der Unbekannten befriedigt. Ist rf/ = 1 , so eipebt sich 
die Folgerung: 

V. Mehrere homogene lineare Functionen können^ wenn in ihrem Coef- 
ücientensystem diejenigen Determinanten keinen Divisor gemeinsam haben, deren 
Grad gleich dem Range des Systems istj alle ganzzahligen Werthe^ welche den 
zwischen ihnen bestehenden linearen Relationen genügenj für ganzzahlige Werffie 
der Variabein annehmen. 

Ich will den Satz IV. noch auf einem andern Wege beweisen, mich 
aber dabei auf den Fall beschränken, dass die m Formen A^ unabhängig 



Frobenius, Jlieorie der linearen Formen mit ganzen Coefßcienten. 



173 



sind, also l=m = n ist. Geht die Form A = 2a^p x^ y^ durch die uni- 
modularen Substitutionen 

in H=2hyXyt/y über, so ist ^ap = ^^ay\^yß^ also 
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= ÄiÄ, 



•••A^ = rf^. 



n. Sind m Zeilen von je nQ^m) ganzen Zahlen gegeben j so kann 
man zu ihnen n — m Zeilen von je n ganzen Zahlen so hinzufügen, dass die 
Determinante nten Graden des ganzen ZaUensysterrts gleich dem grössten ge- 
meinsamen Divisor der Determinanten m ten Grades des gegebenen Systems wird. 

Sei nun in den Gleichungen (3.) der Rang von A^ also auch der 
von C, gleich m und der grösste gemeinsame Divisor der Determinanten 
witen Grades von A sowohl, wie von C, gleich d. Zu den m Zeilen von 
je n Elementen 

fuge man n—m Zeilen von je n Elementen 



a 



Oi 



ßl^ "^» 



^ßn (j8 = m 4- 1 , . . . w) 



so hinzu, dass die Determinante wten Grades |a -| = rf wird. Dann be- 
stimme man die Unbekannten x^ aus den m Gleichungen (3.) verbunden 
mit den n—m Gleichungen 

wo «^ willkürHche Zahlen sind. So findet man 

Diese Determinante ist aber eine homogene lineare Verbindung von De- 
terminanten mten Grades des Systems 6^ also durch d theübar. Mithin 
ist Xß eine ganze Zahl. Dies ist zugleich die allgemeinste Lösung der 
Gleichungen (3.) mit den n — m willkürlichen Constanten am+Lo? . . . «noi 
und falls aio = • • • = a^ = ist, die allgemeinste ganzzahlige Lösung der 
homogenen Gleichungen ^„ = 0. 



174 Frobenius, Theorie der linearen Formen mit ganzen Coe/ßcienten. 



§. 9. Moduln. 

Wenn in einem System von m unabhängigen Linearformen 

der grösste gemeinsame Divisor r der Determinanten mten Grades grösser 
als 1 ist, so können dieselben nicht alle ganzen Zahlen för ganzzahlige 
Werthe der Variabein darstellen. Die Gesammtheit der Werthsysteme, 
welche durch diese Formen dargestellt werden können, heisst ein Modul*) 
und wird mit demselben Buchstaben K bezeichnet werden, wie das System 
der Coefficienten /r .. Die Zahl m heisst der Rang des Moduls K. Jedes 
System von m Zahlen, welches durch die Formen K^ dargestellt werden 
kann, heisst congruent (mod. K). Zwei Zahlensysteme a^, b^ heissen 
congruent (mod. jfiC), in Zeichen a^=ib^ (mod.Ä), wenn «„— 6„ =0 (mod. JSC) 
ist, wenn also die ganzen Zahlen y^ so bestimmt werden können, dass 

«« = *« + *«i Vi + *«« .% + ••• + *«p yp 

ist. Wenn dies nicht möglich ist, so heissen die beiden Zahlensysteme 
incongruerU (mod. K). Der Modul K bleibt ungeändert, wenn die Variabein 
jfß durch eine unimodulare Substitution transformirt werden. Dadurch kann 
man stets erreichen, dass die Anzahl p der Variabein y^ gleich dem Range 
m des Moduls K wird. Ist K^ = ky^^ so bezeichne ich den Modul K 
einfach mit ä, nenne also zwei Zahlensysteme a^, b^ congruent (mod.*), 
wenn a^ = b^ (mod. K) ist. 

Sei die Determinante mten Grades \pA=-±:\ und sei K der von 
den m Linearformen 

gebildete Modul. Lässt man jedem Systeme von m ganzen Zahlen x^ durch 
die Gleichungen 

(1.) ^« = P„i J^i + /?^ JTg 4- • • • 4- p^ x^ 

ein System von m ganzen Zahlen x^ entsprechen, und entsprechen den 



*) Dedekindj Sur la tJUorie des nombrea entiera alffdbriqaes, Paris 1877. 
§. 1. Ich werde diese Schrift im folgenden mit Dk, citiren. 
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Zahlensystemen a^, b^ die Systeme a„, 6'^, so entspricht dem Systeme 
a^—b^ das System «„— *^. Ist a=^b^ (mod. jfiC), so ist «„=*'„ (mod. JE) 
und umgekehrt; folglich müssen auch, wenn a^ und b^ (mod. JiC) incon- 
gruent sind, d^ und V^ (mod. K') incongruent sein. Die Anzahl der (mod.jK) 
incongraenten Zahlensysteme ist daher der Anzahl der (mod.Ä^') incon- 
gruenten gleich. Nun kann man durch passende Wahl der Formen K*^ 
und ihrer Variabein erreichen, dass Ä^ = k^ y^ wird, wo Ai Äg . . . A-^ = r 
der grösste gemeinsame Divisor der Determinanten mten Grades von K 
ist. Alle (mod. X') incongruenten Zahlensysteme erhält man aber, indem 
man x^ ein vollständiges Restsystem mod. k^ durchlaufen lässt. Die An- 
zahl derselben ist also gleich k^k^ . . . ä^ = r. 

I. In Bezug auf einen Module der von m unabhängigen Linearformen 
gebildet wird, ist die Anzahl der incongruenten Zahlensysteme gleich dem 
grössten gemeinsamen Divisor der Determinanten mten Grades j die sich au^ 
den Coefficienten der Formen bilden lassen. 

Der mte Elementartheiler k von K ist das kleinste gemeinschaft- 
liche Vielfache von ki^ k^, . . . k^. Entsprechen m beliebigen Zahlen x^ 
durch die Gleichungen (1.) die Zahlen x^^ so entsprechen den Zahlen kx^ 
die Zahlen kx'. Ist nun K' = k„ y' so ist kx'^0 mod. K' und daher 

tt a a V a* a 

auch Äar^=0 mod. K. Daraus folgt: 

II. Ist k der mte Elementartheiler des Moduls K vom Range m^ so 
sind je zwei Zahlenst/steme, welche (mod,k) congruent sindj auch (mod.K) 
congruent 

Unter den unzählig vielen Zahlensystemen, welche die m linearen 
Formen 

darstellen können, sind nur eine endliche Anzahl (mod. ÜT) incongruent, 
v^eil es überhaupt nur r (mod. K) incongruente Zahlensysteme giebt. Diese 
Anzahl wird, wenn A das System der Coefficienten der Formen A^ ist, 
mit (^, K) bezeichnet. Ebenso wird die Anzahl der (mod. k) incon- 
gruenten Zahlensysteme, welche die Formen A^ darstellen können, mit 
CA^k) bezeichnet (Dk. §.2, p. 15.) Diese Zahl bleibt ungeändert, 
wenn fiir Xi, . . . x^ durch unimodulare Substitutionen neue Variable ein- 
geführt werden. Ist femer D das System der Coefficienten der m Formen 
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SO ist (^, K) = (D,K). [Dk. §. 2 : (b, a) = (b, a)]. Denn für jedes Werth- 
system der Variabein stellen die Formen A^ und D^ zwei Zahlensysteme 
dar, welche (mod. K) eongrnent sind. Ist die Determinante mten Grades 
\pA = ±l und D' das System der Coefficienten der m Formen 

und K' der von den m Formen 

^a = Pal ^1 -♦" Po» *S -*" • • "+■ Pam ^m 

gebildete Modul, so ist (^, K) = (^', K). Denn jedem durch die Formen 
D^ darstellbaren Zahlensysteme entspricht ein durch die Formen U^ dar- 
stellbares und die Differenzen von zwei durch die Formen D^ darstell- 
baren Zahlensystemen können durch die Formen K^ dargestellt werden, 
oder nicht, je nachdem die Differenzen der entsprechenden Zahlensysteme 
durch die Formen K'^ darstellbar sind oder nicht. Nach §. 8, 1. kann 
man aber die Substitutionscoefficienten p^. so wählen, dass 

K = *a Kl ^1 H -^ a'^^n-^ Kl ^n+i + • • • H- V^X^^ = Ä„ ö^, 

und folglich 

K = K Kl yi ^- • • • + *'ap yp) = *a K 

wird, wo Äi Ag . . . A^ = * der grösste gemeinsame Divisor der Determi- 
nanten mten Grades von D ist, und die Determinanten mten Grades des 
Coefficientensystems der Formen D^' keinen Divisor gemeinsam haben. 
Durch die Formen D"^ kann daher nach §. 8, V. jedes beliebige System 
von m Zahlen h^ dargestellt werden. Damit folglich die Zahlen c^ durch 
die Formen Z>^ darstellbar seien, ist nothwendig und hinreichend, dass c^ 
durch A^ theilbar, also c^^h^ b^ sei. Sind femer «^ und b^ zwei ganz 
beliebige Zahlensysteme, also A^ a^ und A^ b^ irgend zwei durch die For- 
men D'^ darstellbare Zahlensysteme, so sind die Differenzen A„ (««— O 
durch die Formen K'^ = h^ K^ darstellbar oder nicht, je nachdem die Zahlen 
a^— b^ durch die Formen K^ dargestellt werden können oder nicht Folg- 
lich ist (/>', K) gleich der Anzahl der (mod. JST") incongruenten Zahlen- 
systeme, also nach Satz I. gleich dem grössten gemeinsamen Divisor der 
Determinanten mten Grades des Coefficientensystems der Formen Ka. 
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Dieser aber ist gleich dem grössten gemeinsamen Divisor r der Deter- 
minanten mten Grades von K\ dividirt durch hihi. . . h^ = s. Mithin ist 

m. Ist K das System der CoeßderUen der m unabhängigen Linear- 
formen 

^« = *ai yi + *«« y« + • • • ^- *flp yp 

tmd A das System der Coeffidenten der m Linearformen 

SO wird die Anzahl (Aj K) der (mod. K) incongruenten ZaMensysteme, tvelche 
die Formen A^ darstellen können^ gefu/nden, indem man den grössten gemein- 
samen Divisor der Determinanten mten Grades von K durch den grössten 
gemeinsamen Divisor der Determinanten mten Grades des Systems 

««1» • • • ««ni *«i5 • • • Aap (a = 1, 2, . . . m) 

dividirt. 

Zu einer andern Formnlirung dieses Resultats gelangt man durch 
die folgende Betrachtung: Ist f (u, u^, . . . uj eine ganze Function mit 
ganzzahligen Coefficienten, welche in Bezug auf jede der Variabein u^ 
linear ist, so ist der grösste gemeinsame Divisor t aller durch diese Function 
darstellbaren Zahlen gleich dem grössten gemeinsamen Divisor der Coeffi- 
cienten von f. Denn ist /^= n gr (wi, . . . wj + A (tii, . . . O ^ ^® 
Werthe von u durch t theilbar, so erkennt man, indem man u = und 1 
setzt, dass g und h durch t theilbar sein müssen. Ist also die Behaup- 
tung för Functionen von n Yariabeln richtig, so ist sie denmach auch för 
Functionen von n 4- 1 Variabein bewiesen. 

Man denke sich nun, nöthigenfalls durch Hinzufugung von Gliedern 
mit verschwindenden Coefficienten, die Anzahl n der Variabein x^ gleich m 
oder grösser als m gemacht. Sind die willkürlichen ganzen Zahlen u^ß 
(a = 1, 2, . *. . /i; j8 = 1, 2, . . . n) die Elemente des Systems U, so sind 

^aß ■*" *ai ^iß ■*"*«« ''«/j "*■'•' "^ *ap ^pß ^® Elemente des Systems A-hKU. 
Alle Determinanten mten Grades dieses Systems sind ganze Functionen 
der Variabein ti^^, welche in Bezug auf jede derselben linear sind, und 
deren Coefficienten die sämmtlichen Determinanten mten Grades von D 
Bind. Nach Satz III. folgt daraus: 

Jaanua für Mathematik Bd. LXXXYI. Heft 3. 23 



178 FrobeniuSy Theorie der linearen Formen mit ganzen CoefficknUn, 

IV. Ist U eine willkürliche Form, so wird (A^tC) gefanden, indem 
man den grössten gemeinsamen Divisor der Determinanten m ten Grades von K 
durch derjenigen aller Determinanten inten Grades der sämmtUchen Formen 
A'\r KU dividirt. 

Versteht man von nnn an unter dem Zeichen (^A^K) den Qao- 

tienten — der grössten gemeinsamen Divisoren der Determinanten mten 

Grades von K und />, so hat dasselbe auch för den Fall eine Bedeutung, 
wo die Coefficienten von A und K gebrochene Werthe haben (§. 5, Anm.)- 
Ist G ein System von m* ganzen oder gebrochenen Zahlen ^ -, dessen 
Determinante g von Null verschieden ist, und sind K\ A\ D' die Coeffi- 
cientensysteme der Unearen Formen 

^a =" 9ai ^i -^ 9ta ^% -^ ^ 9am ^m^ 

^a = S'al ^1 "+- S^«« ^ -* ^ 9ainA^'i 

^« = S'«! ^1 •+- y«8 ^S H fr- 9mi öm> 

ist also symbolisch 

K = GK, A=GA, D'=GD, 
so ist jede Determinante 991 ten Grades von K' oder D* gleich der ana- 
logen Determinante von K oder Z>, multiplicirt mit g. Folglich ist 

V. Ist die Determinante m ten Grades des Systems G, dessen Elemente 
ganze oder gebrochene Zahlen sind, von NuU verschieden, so ist 

{Ä, K) = {GA, GK). 

Ist in dem Modul K die Anzahl der Variabein p = m, und ist g^^ 
der Goefficient von k^^ in der Determinante r des Systems ÜT, dividirt 
durch r, also G=K'\ und setzt man 

(2.) 9ai ^iß -^ 9€C9 ^ß -^ -^ 9am^mß= </?» 

80 besteht das System D*==K~^^D aus den Elementen 

1 • • • 
1 • • • 
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Die Determinanten mten Grades dieses Systems sind die Zahl 1 
und die Determinanten aller Grade des Systems A^K'^A. Ist q der 
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Generalnenner dieser Brüche, so ist der grösste gemeinsame Divisor der- 
selben, weil die Zahl 1 darunter ist, gleich --. Da die Determinante von 

ÜT' gleich 1 ist, so ist folglich (A\ K') = q. Es ergiebt sich also der 
Satz: (JDÄ. §.4, 4\) 

VI. Der Oeneralnenner der Determinanten aller Grade des Systems 
ÜT"^ A ist gleich (^, K). 

Ist r der grösste gemeinsame Divisor der Determinanten (m— l)ten 
Grades und k der 7nte Elementartheiler von üT, so ist r = kr\ Nimmt 
man jetzt fiir g^^ den Coefficienten von h^^ in r, dividirt durch r\ setzt 
also G = kK''^, so besteht das System D' unter Anwendung der Bezeich- 
nung (2.) aus den Elementen 
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die sämmtiüch ganze Zahlen sind. 

Vn. Ist k der mte Elementartheiler des Moduls K vom Range m, 
so ist {A,K)^(JtK^^Ä,k). 

Wir können uns daher im folgenden auf die Betrachtung des Mo- 
duls k beschränken. Für diesen ergeben sich zunächst aus den obigen 
allgemeinen Ergebnissen die speciellen Sätze: 

Vin. Der Generalnenner der Determinanten aller Gradcj die sich aus 

den Elementen -~ bilden lassenj ist gleich (^Aj Ar). 

IX. Ist d^ der grösste gemeinsame Divisor der Determinanten Iten 

dx 
Grades von Aj so ist (^Aj k) der Generalnenner der Brüche —r. 

kr 

X. Ist l der Rang von A oder grösser als derselbe, so wird (A^k) 
gefunden^ indem man k durch den grössten gemeinsamen Divisor der Zahlen 

k\ k^-^d,, k^-U^,''^di 
dividirt. 

dy 

Sc; -; — = e. der Ate Elementartheiler von A und sei a eine 

23* 
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Primzahl, welche in Ar und e^ in den Graden « and e^ enthalten ist Da 



*l = *1 = *8 



• • • 



ist , so sei «^ -< « ^ s^^^ (wo nöthigenMs «^ = und 
«/^i = oo gesetzt werden mag). Dann ist a in cf ^^ in der Potenz «x + «i + ••• 

■*" *x ^ *JL ^^^ ^ ^^^ Nenner des reducirten Braches —, fiedls nX^dim der 

Potenz («— «i) + («—«,) 4- ••• 4- («— «x), sonst aber gar nicht enthalten. Der 
Exponent der Potenz von a, welche in den Generalnenner der Brache 

TT aafgeht, ist daher die grösste der Zahlen 

kr 

oder fiEÜls diese Zahlen sämmtlich negativ sein sollten, gleich Nall. Da 
aber « — «i, x — b^^ • • • « — «^ positiv, dagegen «—«1^+1, « — «^^s Nall oder ne- 
gativ sind, so ist (x— ^J + («— O + •••-♦- (x— ^v) die grösste jener Zahlen. 

Ist s^ der grösste gemeinsame Divisor von k und ^j^, so ist a in — in der 

Potenz «— €jt enthalten. Ms Jl^v ist, and gar nicht. Ms Jl>v ist, mit- 
hin in dem Prodncte J^ f — j in der Potenz (x— «O -f- («—«1) -!-••• + («— O* 

Folglich ist (^, Ä) = n (7") ^^8^- ^- P- ^^^^' ^^^®^ ^® ^ ^^^^ *A 

irgend ein System zasammengesetzter £lementartheiler von A^ and ist a 
in Aj^ in der Potenz q^ enthalten, so sind die Zahlen q^ abgesehen von der 
Reihenfolge mit den Zahlen «^ identisch. Ist also p^ der grösste gemein- 
same Divisor von k and A^^, so ist aach (A*) = n(— )• 

XI. Bilden die l Zahlen h^ irgend ein System zusammengesetzter Me- 
mentartheiler der Form A vom Range l, und ist p^ der grösste gemeinsame 
Divisor j q^ das kleinste gemeinschaßliche Vielfache von k und h^^ so ist 

(^*)=n(^)=n(ij)- 

Ist z. B. k = e j so ist s^=^e^^ Ms il</Ä, xmds^ = e^ Ms X> f*y 

mithin (A^k)= , also 

e^ e^-^ 
(3.) {A,e^ = f=-f—. 



€1 e^ * • • e. 
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§. 10. Lineare Congraenzen. 

Sei K der Modul, welcher von den m nnabhängigen Linearformen 

^a = Kl Vi + *«s yt + • • • + *«p yp 

gebildet wird. Der Einfachheit halber werde ich meistens voraussetzen, 
dass die Anzahl der Yariabeln p derjenigen der Formen m gleich gemacht 
worden ist. Die Lösungen der m homogenen linearen Congruenzen 

A„ = a«i ^1 + ö«2 ^s H h a^ ar„ = (mod. K) 

sind die Werthe der Unbekannten j?^, welche den Gleichungen 

Genüge leisten. Dieselben haben n-i-p—m, also wenn p=m ist, n un- 
abhängige (ganzzahlige) Lösungen 

welche so gewählt werden können, dass die Determinanten nten Grades, 
die aus ihnen gebildet werden können, keinen Divisor gemeinsam haben. 
Die Formeln 

^1 =^^iß ^ß^*'^^n== ^Kß ^ßj Vi = ^hß ^}J9 • • • ifm = ^^mß^ß 

stellen dann alle ganzzahligen Lösungen der Gleichungen D^ = dar, wenn 
man för die Yariabeln z^ alle möglichen ganzen Zahlen setzt. Mithin sind 

JTi =: SbißZß^* '• a:n = 2 b^ß Zß 

alle Lösungen der Congruenzen ^^^=0. Die Determinanten mten Grades 
des Elementensystems 

verhalten sich (d. J. Bd. 82, S. 237), wie die complementaren Determi- 
nanten itten Grades des Systems 

(D\) *i^, • • • b^ß^ liß, • • • 4»^ (/» = 1, 2, . . . n). 

Die letzteren haben keinen Divisor gemeinsam. Ist also der grösste ge- 
meinsame Divisor der ersteren gleich Sy so ist jede Determinante itten 
Grades von D' gleich der complementaren Determinante bitten Grades 
von J9, dividirt durch s. Ist daher r die Determinante bitten Grades des 
Systems K und q die Determinante itten Grades \b„ß\, so ist (vgl. Dk. 
§.2:(6,a) = (6,m)) 

q = ^ = iA,K). 
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Sind umgekehrt 

n (oder mehr) Lösungen der Congmenzen ^^ = , deren Determinante 
(oder für die der grösste gemeinsame Divisor der Determinanten wten Gra- 
des) gleich (u4, AT) ist, und sind 

die Werthe der Variabein y^, welche mit jenen zusammen den Gleichungen 
/>^ = genügen, so erkennt man auf die nämliche Weise, dass die Deter- 
minanten itten. Grades des Systems D* keinen Divisor gemeinsam haben. 
Daraus folgt: 

I. Ein System homogener linearer Congmenzen zwischen n Unbe- 
kannten besitzt n Lösfimgenj deren Determinante gleich der Anzahl der incon- 
gruenten Werthe istj welche die linken Seiten der Congmenzen annehmen 
können, 

IL Damit sich atis mehreren Lösungen eines Systems von homogenen 
linearen Congmenzen zwischen n Unbekannten alle Lösungen linear zusammen^ 
setzen lassen, ist not&wendig und hinreichend^ dass ihre Anzahl gleich n oder 
grösser als n ist, und dass der grösste gemeinsame Divisor der Determinanten 
fiten Grades j die sich aus ihnen bilden lassen, gleich der Anzahl der in- 
congruenten Werthe istj welche die linken Seiten der Congmenzen annehmen 
können. 

Die Lösungen der m nicht homogenen linearen Congmenzen 

sind die Lösungen der Gleichungen 

(2.) «oo + ««1 ^1 + — fr- flcm«^;! + *«i yi H + *«p yp = 0- 

Ich bezeichne das Coefficientensystem der Congmenzen (1.) mit O, 
der Gleichungen (2.) mit F und behalte die Zeichen A und D in dem 
oben definirten Sinne bei. Die Systeme D und F haben denselben Rang m. 
Damit also die Gleichungen (2.) eine ganzzahlige Lösung besitzen, ist 
(§.8, IV.) nothwendig und hinreichend, dass der grösste gemeinsame Di- 
visor s der Determinanten »iten Grades von D demjenigen der Determi- 

r 7* 

nanten mten Grades von /'^gleich ist Dann ist (^,Ä') = — und (C,ÜC) = — , 

und mithin ist 

(3.) (J, K) = (C, K) 
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die fiir die Lösbarkeit der Congruenzen (1.) erforderliche und genügende 
Bedingung (ygl. Sm. p. 320). Aus einer Lösung findet man alle andern, 
indem man zu ihr aUe Lösungen der homogenen Congruenzen ^„=0 
hinzufugt. 

ni. Damit das System der nicht homogenen linearen Congruenzen 

eine Lösung besitze, ist nothwendig und hinreichend, dass die Anzahl der 
(fnod.K) incongruenten Zahlensysteme, welche die Formen 

darstellen können, ebenso gross ist, wie die Anzahl derer, weJche durch die 
Formen 

m 

Ci» = ö«o ^0 "+- «ai ^1 -* ^ ^an ^n 

darstellbar sind. 

Diesen Satz kann man auch leicht beweisen, ohne die Theorie der 
linearen Gleichungen zu benutzen. Jedes durch die Formen Aa darstell- 
bare Zahlensystem kann auch durch die Formen C^ dargesteUt werden, 
indem man Xq = setzt. Daher ist (^, iC) ^ (C, ÜQ. Haben nun die 
Congruenzen (1.) eine Lösung :r„ = a«, so ist 

Jedes durch die Formen C^ darstellbare Zahlensystem ist also einem durch 
die Formen A^ darstellbaren congruent, und folglich ist (A^K) = (C^K). 
Ist umgekehrt (A^K) = (C,K), so muss jedes durch die Formen C^ dar- 
stellbare Zahlensystem einem durch die Formen A^ darstellbaren congruent 
sein. Denn sonst würde (A^K)^(C,K) sein. Nun wird C^ = — a^, 
wenn man a?^ = — 1, Xi = ••• = x^=^0 setzt Folglich muss auch A^ = — a^^ 
werden können. 

Ist k der wite Elementartheiler von Ä, und a?^ = (mod. Ar), so 
ist auch 

^a= «ai ^1 -»- ««« ^1 H »- «cm ^n = (mod. A) 

und mithin (§.9, II) auch ^„ = (mod.liQ. Man könnte daher zwei Lö- 
sungen der Congruenzen (1.), welche (mod. Ar) congruent sind, nicht als 
verschieden zählen. Anstatt aber hierauf näher einzugehen, "^tül ich zeigen, 
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wie man überhaupt die Congruenzen (L), in denen auch a^=0 sein kann, 
auf andere in Bezug auf den Modul k zurückfuhren kann. Ist r die De* 
terminante von K {p = rn)^ ist r' der. grösste gemeinsame Divisor der 
Determinanten (m— l)ten Grades von JK^, also r = kr\ und ist g^ß der 
Coefißcient von k^^ in r, dividirt durch r\ so erhält man, indem man die 
Gleichungen (2.) der Reihe nach mit ^^j, • • • g^ multiplicirt und addirt 

wo 

ist Diese Gleichungen oder, was auf dasselbe herauskommt, die Con- 
gruenzen 

«lio + <i ^1 + • • • + aJm ^n = (mod.A) 

werden, da die Determinante |^^^| von Null verschieden ist, genau durch 
die nämlichen Werthe befriedigt, wie die Gleichungen (2.) oder die Con- 
gruenzen (1.)* Wir können uns daher im folgenden auf die Betrachtung 
von Congruenzen (mod. Ar) beschränken. 

Die Anzahl p der (mod. Ar) incongruenten Lösungen der homogenen 
linearen Congruenzen 

-4„ = ii„j arj + a^ ar, + • • • 4- a^m ar„ = (mod. k) 

bezeichne ich mit \A^k\. Lässt man jede der n Variabein Xß ein voll- 
ständiges Restsystem (mod. Ar) durchlaufen, so erhält man Ar*^ Werthsysteme, 
unter denen immer Gruppen von p einander congruent sind. Die Anzahl 
der (mod. Ar) incongruenten Werthsysteme, welche die Formen A^ darstellen 

können, ist folglich (J[,Ar)=— , oder es ist 

(4.) \A,k\ U,A) = F. 
Die nicht homogenen Congruenzen 

(5.) ö«0 -*- «ai ^1 -* ^ ^an^n = ^ (mod.*) 

haben \Ajk\ oder Lösungen, je nachdem (^,Ä) = (C,Ar) oder < (C, Ar) 
ist. Ist l der Rang von A, so ist der von C entweder l oder Z-h 1. Sind 
dj^ und dl die grössten gemeinsamen Divisoren der Determinanten ilten Gra- 
des von A und C, so ist (^4, Ar) gleich k\ dividirt durch den grössten ge- 
meinsamen Divisor der Zahlen Ar^ Ar'^^rfi, . . . rf/, und (C,Ar) gleich Ar^* 
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dividirt durch den grössten gemeinsamen Divisor t der Zahlen Är^'^^ 
Är'rfi, • • * kd\^ dl^j^ (wo auch ^^^^ = sein kann). Nehmen wir jetzt an, 
dass dj relativ prim zu k ist, so ist {A^U) = kK Da das System A einen 
Theil des Systems C bildet, so ist d[ ein Divisor von d^^ also d\ relativ 
prim zu ^, und mithin ist t der grösste gemeinsame Divisor von k und 

rf/^j. Damit nun (^, Är) = (C,Är), also ä'=— -, ^ = ä sei, ist erforderlich 
und genügend, dass rf/^^ durch k theilbar ist. Da rf^^ durch rf^ theilbar, 

und dl relativ prim zu k ist, so ist dann schon -j- durch ä theilbar. Der 

Gleichung (4.) zufolge ist für diesen Fall |^,ä:| = ä^"'- 

IV. Ist l der Rang des Systems der Coeßicienten der Unbekannten in 
den nicht homogefoen linearen Congruenzen 

««0 + öai-2^lH + «im««'n = (mod. Ä), 

haben die Determinanten Iten Grades dieses Systems mit k keinen Divisor ge- 
meinsam und sind die Determinanten (Z-f-l)fen Grades des Systems aller Co- 

efficienten durch k theübarj so haben die Congruenzen U^ incongruente Lö- 
sungen. 

Obwohl zur Lösung der Congruenzen (5.) die Entwicklungen des 
§.3 vollständig ausreichen würden, so scheint es mir doch angemessener, 
dazu eine analoge Untersuchung zu benutzen, in welcher der Begriff der 
Gleichheit durchgängig dureh den der Congruenz ersetzt ist (§. 1 1). Hier 
will ich nur noch die folgende Bemerkung hinzuingen: Ist l der Rang 
von A , und bilden die l Zahlen kj^ ein System zusammengesetzter Ele- 
mentartheiler von A, so kann man die Congruenzen (5.) auf die Con- 
gruenzen 

(6.) «1 + Äj j/i = 0, • • • «/ 4- A/ a:/ = 0, a/^i = 0, • • • «^ = (mod. k) 

zurückfuhren, wie in §.8 die Gleichungen (3.) in die Gleichungen (4.) 
transformirt worden sind. Ist der Rang von C auch gleich /, so ist a^^^ = 0. 
Ist er nicht gleich Z, so ist er gleich Z+ 1. Der grösste gemeinsame Di- 
visor der Determinanten Zten Grades von A ist rf = ÄiA2 •••*/, der grösste 
gemeinsame Divisor d' der Determinanten (Z4-l)ten Grades von C ist 

JoannX fOr Matbeinatik Bd. LXXXYI. Heft 8. 24 
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derjenige der Zahlen Ai Ag • • • ä^ 0/4.^ (i^* = 1» 2, • • • m—T). MitMn ist -^ 
der grösste gemeinsame Theiier der Zahlen a^^ . Damit nun die Con- 
gmenzen (6.) sich nicht widersprechen, müssen die Zahlen a^^ sämmtlich 

durch k theilbar sein, also auch ihr grösster gemeinsamer Divisor —. 

d 

V. Ist in einem System von nicht homogenen Congruenzen 

der Rang des Systems aller Coeßicienten gleich /-hl und der grösste gemein- 
same Divisor der Determinanten (/4-l)/^w Grades gleich d'j dagegen der 
Rang des Systems der Coefficienten der Unbekannten gleich l und der grösste 

gemeinsame Divisor der Determinanten Iten Grades in diesem Systeme gleich dj 

d' 
so haben die Congruenzen keine Lösungj w^n der Modul nicht in -z aufgeht. 

a 

Diese Bedingung ist, falls k relativ prim zu d ist, nach Satz IV. 
nicht nur nothwendig, sondern auch hinreichend, wie sich aus der Normal- 
form (6.) leicht bestätigen lässt. Haben z. B. die m-hl Zahlen a^ und Ar 
keinen Divisor gemeinsam, und sind die Determinanten a^ bß — a^ b^ sämmt- 
lich durch k theilbar, so haben die m Congruenzen a^x^b^ (mod.Ä) eine 
und nur eine Lösung. Bestimmt man die Zahlen c^ und j so, dass 
Sa^c^-i-kJ^l wird, so ist x=2b^c^. (Arndt d. J. Bd. 56, S. 67). Mit 
Hülfe dieses Resultats lässt sich der Satz II, §.3 auch folgendermassen 
beweisen: Da die Zahlen a^ß nicht sämmtlich verschwinden sollen, so 
sei ai2 von Null verschieden und k der grösste gemeinsame Divisor der 
Zahlen un^ ai«, . . . a^^- ^^^ ^^^ ^^^ ^^^ Voraussetzung jenes Satzes 

^la ^ß — ^ß ^%a == ^2 ^aß 

ist, so sind, wenn man a^^^hk setzt, die Determinanten 

^1« ^iß j 

sämmtlich durch k theilbar. Daher kann man eine Zahl x = a bestimmen, 
welche den n Congruenzen 

j^x = ai„ (mod. *) 
genügt. 
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Setzt man dann 
so ist 

also (vgl. Gaussj D. A., §. 243) 

^aß^PaQß-PßQa. 



§.11. Die Aeqnivalenz bilinearer Formen in Bezug auf einen Modul. 

Zwei Formen A=^^a^^x^y^ nnd G^^g^ßX^y. der Variabein 

Xi^ . . . Xm\ ifit ' ' • yn heissen congmient (mod.Ä), wenn a^g^g^n (mod.Ä) 
ist. Alle mit A congruenten Formen haben die Gestalt A + kU^ wo 
U=2u^ßX^yß eine Form mit willkürlichen Coefficienten ist. Wenn A 
durch die Sul3stitutionen 

(1.) x„ = Ipy„ x\, yß = 2qß^y'^ 

in B-\-kD übergeht, so wird auch jede mit A congruente Form A-hkU 
durch jene Substitutionen oder durch andere, deren Coefficienten ihren 
Coefficienten der Reihe nach congruent sind, in eine mit B congruente 
Form B + kV transformirt. Um dies Verhältniss kurz bezeichnen zu kön- 
nen, will ich sagen, A gehe durch die Substitutionen 

(2.) x„ = 2py„Xy, !/ß=^ 9ßd y'd (mod. k) 

in B über, indem ich unter dem Zeichen x^^2pyaX irgend eine der 
Substitutionen ^„ — ^(Pya'^^^yt^^'y verstehe, deren Coefficienten und De- 
terminanten (mod.Ä) congruent sind. Sei nun jede der beiden Substitutions- 
determinanten 

\Pya\ =/>5 \9ßd\ = 9 

relativ prim zu ä*, sei 

und sei r [s^^ das Product aus // [q'] in den Coefficienten, mit dem 
p [y^ J in der Determinante p [q] multiplicirt ist. Dann geht B + kD 
durch die Substitutionen 

(3.) < = ^ry„ary, y'ß = 2Sß^ff^, 

24* 
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deren Determinanten p'^'^p'' und ff'^q'' relativ prim zu k sind, in 

PP'qq'A = A -^k{jA) = ^ + *C 
über, oder B wird durch die Substitutionen 

(4.) ar'„ = ^ry„x„, y^ß = 2Sß^y^ (mod. *) 

in A transfonnirt. Die Gleichungen (3.) sind nicht die Lösungen der 
Gleichungen (1.), aber die Congruenzen (4.) sind, falls die Variabein ganz- 
zahlige Werthe haben, die Lösungen der Congruenzen (2.)- 

Zwei Formen, von denen jede in eine der andern congruente Form 
durch Substitutionen übergeflihrt werden kann, deren Determinanten relativ 
prim zum Modul k sind, heissen äquivalent (mod.A:). Ist A^B (mod.Ar), 
so sind die beiden Formen auch (mod.Ä) äquivalent Sind zwei Formen 
äquivalent (im Sinne des §.1), so sind sie in Bezug auf jeden Modul 
äquivalent. 

Eine Determinante Jlten Grades von A-^kU ist eine ganze Func- 
tion der Variabein ii^-, welche in Bezug auf jede derselben linear ist. Der 
grösste gemeinsame Divisor aller Werthe dieser Function ist daher (§.9) 
gleich dem grössten gemeinsamen Divisor ihrer Coeificienten. Diese aber 
sind 1) eine gewisse Determinante Jlten. Grades d von A, 2) jede erste 
Unterdeterminante von rf, multiplicirt mit ä, 3) jede zweite ünterdetermi- 
nante von rf, multiplicirt mit ä*, u. s. w. , i -4- 1) die Zahl k^. Bildet man 
also für jede mit A congruente Form sämmtliche Determinanten Aten Gra- 
des, so ist der grösste gemeinsame Divisor r^^ aller dieser Determinanten 
gleich demjenigen der Zahlen 

(5.) dl, di_ik, rf;^_2 **,... Ä^, 

wo d^ den grössten gemeinsamen Divisor der Determinanten Aten Grades 
von A bezeichnet. Diese Zahl r^ heisst der grösste gemeinsame Divisor 
der Determinanten Aten Grades von A (mod.k). Da die Determinanten 
ilten Grades aller mit A congruenten Formen sämmtlich durch r^^^.^ theil- 

bar sind, so ist auch r, durch r.. theilbar. Der Quotient — = s. heisst 

der Ate Elementartheiler von A (mod-Ä). Ich werde beweisen, dass s^ 
durch Si__^ theilbar ist. Ist ^^^^ = (mod. k) , Sj aber nicht, so heisst l der 
Rang von A (mod.*). 



FrobeniuSy Theorie der linearen Farmen mit gctnzen Coe/ßcienten. 189 

Sei nun B eine der Form A (mod.Ä) äquivalente Form und r^ 
der grösste gemeinsame Divisor der Determinanten Jlten Grades von B 
(mod. k). Ist U eine willkürliche Form und geht A + kU durch die Sub- 
stitutionen (1.) in Ä-f-ÄF über, so wird Ä-f-ÄF durch die Substitutio- 
nen (3.) in (l+kj) {A-^klT) transformirt. Folglich ist jede Determi- 
nante ilten Grades der letzteren Form eine lineare Verbindung von De- 
terminanten Aten Grades der Form ä + äF, also durch r\ theilbar. Daher 
ist auch der grösste gemeinsame Divisor der Determinanten Jlten Grades 
aller Formen (l-^-kj) {A-^klT)^ also (l-f-Ä/^r^ durch r\ theilbar. Nun 
ist aber r\ ein Divisor von Ä^, also relativ prim zu l+Ä/, und mithin 
ist r^ durch r\ theilbar. Da sich ebenso zeigen lässt, dass auch r[ durch 
r^ theilbar ist, so muss folglich r\=^r^ sein. Die Zahlen r^ und daher 
auch die Zahlen s^ haben also für alle (mod.A:) äquivalenten Formen die 
nämlichen Werthe. 

Dass auch umgekehrt zwei Formen (mod.A:) äquivalent sind, wenn 
sie in den Elementartheilem (mod. Ar) übereinstinmien , lässt sich ganz in 
der nämlichen Weise, wie in den §§.3—5 zeigen. Um nicht die ganze 
Reihe der dort angestellten Betrachtungen noch einmal durchgehen zu 
müssen, ziehe ich es vor, den betreffenden Beweis auf das dort erhaltene 
Resultat zurückzufuhren. Ist e der f*te Elementartheiler von A^ so ist 
A der Form F=2e x y äquivalent Da e durch e ^^ theilbar ist, so 
sei ßj^^ durch k theilbar, Ci aber nicht. Dann ist F der Form 6? = 
2e^x^y^ congruent, wo sich l von 1 bis / bewegt. Ist s^ der grösste ge- 
meinsame Divisor von k und e^^ so kann man eine Zahl q^ finden, welche 
der Congruenz e^y=iS^ (mod.Ä) genügt und relativ prim zu k ist. Denn 

e-i k 

ist h irgend eine bestimmte Wurzel der Congruenz — y=l Tmod. — j, so 

k k 

ist flr, = — d?-4-Ä, und da b und — theilerfremd sind, so kann man (§.4) j?so 

wählen; dass q^ relativ prim zu k ist. Ersetzt man nun in C7 die Ya- 
liabehi y^ durch q^y^^i so fiihrt man eine Substitution aus, deren Deter- 
minante q^qiq^ ' ' * qi relativ prim zu Ar ist. Daher ist A der Form 
Se^q^x^y^^ und folglich auch der ihr congruenten Form 

(6.) Ä = *i Xi y, + *, dT, y, + • - • + sixiyi 
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(mod.Ä) äquivalent. Da Cj^ durch ej^_^ theilbar ist, so ist der grösste ge- 
meinsame Divisor Sj^_^ von k und ej^_^ auch ein gemeinsamer Divisor von k 
und Cj^^ und mithin ist Sj^ durch Sj^_^ theilbar. Weil femer *^ ein Divisor 
von k ist, so sind die Determinanten Jlten Grades aller Formen S-hkW, 
wo W eine willkürliche Form ist, durch *i *, • • • *jt = ^x theilbar, und eine 
bestimmte Determinante Aten Grades von Ä ist gleich r^. Da A und S 
(mod.A:) äquivalent sind, so muss folglich r^ auch der grösste gemeinsame 

Divisor der Determinanten Aten Grades. und ^, = — der Ate Elementar- 

theiler von A (mod.Ä) sein. Daraus folgt zunächst: 

I. Ist in einem System von ganzen Zahlen, die nach Zeilen und Co- 

lonnen geordnet si7idj r^^ der grösste gemeinsame Divisor der Determinanten 

ri 
l ten Grades {inod. k)^ so sind nicht nur die Quotienten = s^j sondern 

$1 k 

auch die Quotienten und — ganze Zahlen. 

Dieser Satz lässt sich auch aus der Bemerkung schliessen, dass 
die Zahlen s^ die Elementartheiler des Systems 
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sind. Femer ergiebt sich: 

II. Ist d^ der grösste gemeinsame Divisor der Determinanten Xten Gra- 
des einer Form und r^ derselbe (mod. k)j und ist e^ der X te Elementartheiler 
der Form und Sj. derselbe (mod. k)j so ist r^ der grösste gemeinsame Divisor 

der Zahlen d^j d^_^ kj d^_^ k^^ , . . k^ und s^^ der von k und e^. 

Die Uebereinstimmung der nach diesen beiden Regeln berechneten 
Zahlen r^ und *i *2 • • • *;i ist in §. 9 direct bewiesen worden. Ist l der 
Rang von ^ (§. 1), so habe ich <9/4.^=rf/^_=0 gesetzt. Entsprechend dem 
eben bewiesenen Satze werde ich, wenn l den Rang von A (mod. k) be- 
zeichnet, Si =k und Vi^ =rik^ setzen. 

Aus der Möglichkeit A auf eine Normalform Ä zu reduciren, deren 
Coeflficienten die Elementartheiler von A (mod. ä) sind, ergiebt sich, wie 
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in §.5, dass die Uebereinstimmnng der Elementartheiler (mod.A:) die hin- 
reichende Bedingung fiir die Aequivalenz zweier Formen (mod. ä) ist. Die 
Variabein x^ der Form 8 sind die nämlichen wie die der Form F^ gehen 
also aus den Variabein x^ der Form A durch eine unimodulare Substitu- 
tion hervor. Daraus folgt: 

IIL Zwei FormeUf welche (mod. K) äquivalent sind, Ttönnen durch zwei 
Substitutionen in einander transformirt werden^ von deren Determinanten die 
eine gleich eins^ die andere relativ prim zu k ist 

Ist der Rang von A (im Sinne des §.1) gleich / und der Modul 
k = ei^ so ist der grösste gemeinsame Divisor s^ von k und e^ gleich e^^. 
Daraus folgt: 

IV. Haben zwei Formen denselben Rang l und denselben Iten Ele- 
mentartheiler kj und sind sie (mod. k) äquivalent^ so sind sie absolut äquivalent. 

V. Haben zwei Formen denselben Rang l und denselben Iten Ele- 
mentartheiler kj und sind sie (mod.k) congruent^ so sind sie äquivalent. 

Geht die Form A durch die Substitutionen (2.) in B und ,diese ' 
durch die Substitutionen (4.) in A über, und setzt man 



so ist 



A. 


= ««1 Vx + ««i y» + 


— •- «««y«» 


Ba 


= *«i y'i + *«» yi + 


^- *<myn» 


(7.) 


By=Z ^Py„A„, 


Agl 2 r^y By 


(8.) 


Vß — ^ 9ßi y'ii 


yrf = 1 «d?» Vß' 



Durch diese Congruenzen wird jedem Werthsysteme A^ ein Werthsystem 
B^ zugeordnet. Zwei congruenten Werthsystemen A^ entsprechen zwei 
congrnente Werthsysteme B^ und umgekehrt. Folglich müssen auch Äwei 
incongruenten Werthsystemen A^ zwei incongruente Werthsysteme B^ ent- 
sprechen. Durch die Formen B^ können also ebenso viele (mod.Ä) in- 
congruente Zahlensysteme dargestellt werden, wie durch die Formen A^. 

VI. Sind die Formen A und B (mod. k) äquivalent^ so ist (A, k) = (Ä, Ä). 

Sind also A und B absolut äquivalent, so ist (A^k) = (B^k). Da 
z.B. A der conjugirten Form A^^a^^x^y^ äquivalent ist (§.5), so ist 
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Vn. Die Anzahl der (mod. k) incongruerUen Zahlensysteme j welche 
die m Formen 

«Ol yi + «oj y« + *- «im yn 

darstellen können, ist ebenso grosSj wie die Anzahl der (mod.k) incongntenten 
Zahlensysteme^ welche durch die n Formen 



o,^ OTi H- a,^ X, H h a^ß 



x< 



m 



darstellbar sind. 

Aus jeder Lösung der Congruenzen -4^=0 ergiebt sich durch die 
Formeln (8.) eine Lösung der Congruenzen Ä^=0 und umgekehrt. Da 
zwei congruenten Lösungen des einen Congruenzensystems zwei con- 
gruente Lösungen des andern entsprechen, so haben beide Systeme gleich 
viele Lösungen | J[,ä| = |ä,ä|. Ist B die Normalform, so ist B^ = s^jf*^^ 
B^ =iQ. Die Anzahl der Lösungen dieser Congruenzen ist aber, weil k 

durch Sj^ theilbar ist, gleich *i *, . . . Sil^^\ oder wenn man Si =k setzt, 
Si s^ . . . s^= r^. Bemerkt man noch , dass man zu den Congruenzen 
A^=iX) beliebig viele identische, also zu dem System A beliebig viele 
Zeilen von Elementen hinzufugen kann, die durch k theilbar sind, so kann 
man den Satz aussprechen: 

VIII. Die Anzahl der incongruenten Lösungen der homogenen linearen 
Congruenzen 

«ai yi + ««s y2 -^ ^- ««nyn^O (mod. k) 

ist gleich dem grössten gemeinsamen Divisor der Determinanten nten Grades 
aller mit dem System A der Coeffidenten a^ß congruenten Systeme, oder wenn 
d^ der grösste gemeinsame Divisor der Determinanten Xten Grades und e^ der 
Ite Elementartheiler von A und Sj^ der grösste gemeinsame Divisor von k 
und e^ ist, gleich dem grössten gemeinsamen Divisor der Zahlen l^j Ä**"* du 
k ~^ d^^ . . . d^ oder gleich Si Sf^ . , , s^. 

Mittelst der Relation (4.), §.10 ergeben sich daraus die verschie- 
denen in §. 9 entwickelten Bestimmungen der Zahl (^, k). Die Congruenzen 
Sj^y[^0 besitzen die n Lösungen 

yi = 0, . . . yjj.i = 0, y'ß = -j-, y'^+i = 0, . . . y„ = (ß = 1,2, . . . n), 
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deren Determinante fj( — )= {A^k) ist. Da man nach Satz in. annehmen 

kann, dass die Substitution (8.) unimodolar ist, so ergiebt sich daraas 
wieder der Satz I., §. 10. Ist der Rang von A gleich n und sind e^ und Ar 
theilerfremd, so ist *^=1, *^=1, r^= 1. Da jede Primzahl, welche in 
e^ aufgeht, auch in d^ enthalten ist, so folgt daraus: 

IX. Ein System homogener linearer Congruemen zwischen n Unbe- 
kannten wird stets und nur dann einzig und aUein durch Werthe befriedigt, 
die congruent Null sindj wenn der grösste gemeinsame Divisor der Determi- 
nanten nten Grades des Coefßcientensystems zum Modul theilerfremd ist. 

Ist aber e^ = k, so ist *^ = ^^ , r- = rf-. In Verbindung mit Satz I, 
§.10 und Formel (3.), §.9 folgt daraus: 

X. Wenn in einem System homogener linearer Congruenzen zwischen 
n Unbekannten der grösste gemeinsame Divisor der Determinanten nten Gra- 
des gleich d und derjenige der Determinanten (n — l)ten Grades gleich d' ist, 

80 haben die Congruenzen in Bezug auf den Modul Ar = — genau d incon- 

d 

gruente Lösungen, und besitzen ein System von n Lösungen^ deren Determi- 

nante gleich -r ist 

Endlich lässt sich der Satz II, §.8 auch so aussprechen: 

XL Damit mehrere homogene lineare Congruenzen zwischen n Unbe- 
kannten durch n Zahlen befriedigt werden^ welche keinen Theiler gemeinsam 
haben, ist nothwendig und hinreichend, dass der Modul in den n ten Elemen- 
tartheäer des Coefßcientensystems aufgeht. 

Sind mehrere Lösungen der Congruenzen 

^a = ««1 yi + «o« y« -^ 1- ö«n yn = o (mod. k) 

gefunden, 

(9-) yi = *i^j y« = *«/?9 ' • ' yn = *n/j? (/^=^2, 3, ..o? 

so kann man aus ihnen neue Lösungen 

(10.) yi=2b^ßZß, yi = ^b^ßZß,"' yn = 2bnßZß 

zusammensetzen. Erhält man auf diese Weise alle incongruenten Lösungen, 
80 heisst das System der Lösungen (9.) ein Fundamentalsyjstem, und 

Joonuil für Mathenuttik Bd. LXZXVI. Heft 3. 25 
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die Cougraenzen 

Bß = b^ß Xi H- Ä,^ or, -I- h bnß ^„ = (mod. *) 

werden den Congruenzen ^„=0 adjungirt genannt. 

Zwischen den Coefficienten zweier adjnngirten Systeme von Con- 
gruenzen bestehen die Relationen 

(11.) a^ b^ß + ff«2 *,/j H V- a^ b^ß = 0. 

Ist B ^as Coefficientensystem der Formen Bß^ so ist nach Satz VII. die 
Anzahl (Ä, U) der (mod. k) incongruenten Zahlensysteme , welche die For- 
men Bß darstellen können, gleich der Anzahl derer, welche durch die 
n Formen (10.) der Variabein Zß darstellbar sind. Diese Formen stellen 
ftir alle Werthe der Variabein Zß Lösungen der Congruenzen ^„=0 dar. 
Dieselben besitzen aber \A^k\ incongruente Lösungen. Bilden also die 
Lösungen (9.) ein Fundamentalsystem, so müssen sich durch die Linear- 
formen (10.) (Ä,Ä) = |^, k\ Zahlensysteme darstellen lassen, welche l^mod. ä) 
incongruent sind. Zufolge der Gleichungen (§. 10, (4.)) 

(12.) I^Äl (A,k) = Ä«, \B,k\ (B,k) = k- 
wird daher die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass die 
Lösungen (9.) der Congruenzen -4^=0 ein Fundamentalsystem bilden, 
durch jede der vier Gleichungen 

A,k\ = (B,k), (^A) = |B,*|, • 



^^^•^ \A, k\ |B, *| = A«, (A *) (Ä, k) = k^ 

ausgedrückt. In Verbindung mit den Relationen (11.) folgt aus der Sym- 
metrie dieser Gleichungen, dass die Zahlen 

^1 = «Ol» ^i = «««9 ''* ^n'^^an (« = 1, 2, 3, . . .) 

ein Fundamentalsystem von Lösungen der Congruenzen Ä^=0 bilden. 
Sind also die Formen Bß den Formen A^ adjungirt, so sind auch die 
Formen A^ den Formen Bß adjungirt. 



§. 12. Aequivalenz von Systemen linearer Formen. 

Wenn die m unabhängigen linearen Formen 

^a = öal'^l +«aJ'^« H -^^an^n (« = 1, 2, . . . iw) 

mit ganzzahligen Coefficienten durch die lineare Substitution 

(P.) «r^ = P/ji yi + P/J2 y« + • • • + Pßn Vn iß =1,2,... n) 
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von der Detenoinante ± 1 , in die m Formen 

übergehen, so heissen die beiden Formensysteme äquivalent. Dnrch die 
inverse Substitation 

(0) y/9 = 7/91 *l + 9/J2 -^s + • • • + 7/9n *n 

gehen dann die Formen B^ in die Formen A^ aber, nnd es bestehen die 
Gleichungen 



(1.) 


*a^ = «Ol Piß + fl«S Ptß 


(2.) 


««(» = *al 9lß + *«» ?J^ 



• • 



^txn Pnß^ 



I ^^ *cm 9n/9- 

Das System ^ der Coefiicienten 6 . ist also aus den Systemen A und P 
der Coeificienten a^. und /i . zusammengesetzt, und das System A aus B 
und (^. Sind die m Formen A^ den m Formen B^ äquivalent, so sind 
auch irgend ik der Formen A^ den entsprechenden f* Formen B^ äqui- 
valent. Sind Ä und ^' die Systeme der Coefficienten dieser zwei Mal 
fk Formen, so ist jede Determinante f*ten Grades von B* eine lineare Ver- 
bindung der Determinanten f*ten Grades von Ä und umgekehrt. Folglich 
ist der grösste gemeinsame Divisor der Determinanten /i*ten Grades von Ä 
gleich dem der Determinanten /i*ten Grades von B\ Die Gesammtheit 
dieser Bedingungen ist aber noch nicht hinreichend, damit die Formen 
A^ und B^ äquivalent seien, wie schon das Beispiel »i = ii = 2, A^=^ax^ 
A2 = bx-i'cx' zeigt (vgl. Gauss, D. A. 206). 

Bezeichnet man das Coefiicientensystem 

«Ol» ' • • ^an^ *ali • " *cm («=1,2,.,. m) 

mit jD, so lässt sich jede Determinante mten Grades von D als eine 
lineare Verbindung von Determinanten mten Grades von A [oder B] dar- 
stellen. Da femer das System A [oder B] einen Theil von D bildet, so 

r 

muss der grösste gemeinsame Divisor k der Determinanten mten Grades 
in dem System D ebenso gross sein, • wie in A [oder B]. Ich behaupte nun : 

I. Damit die Formensysteme A^ und B^ äquibalent seien j ist noth- 
wendig und hinreichendj dass der grösste gemeinsame . Divisor der Determi- 
nanten mten Grades in den drei Systemen A, B und D den nämlichen 

Werih habe. 

25* 
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Mit andern Worten (§.9, III): 

IL Damit die Formensysteme A^ und B^ äquivalent seien^ ist noth- 
wendig und hinreichendj dass (^, B) = (Ä, A) = l sei. 

Zn den m Zeilen des Systems A kann man n—m Zeilen von je 
n Elementen a - (i' = w + l, . . . w; /J = l, . . . w) und zu den m Zeilen 
von B noch n—m Zeilen b^ß so hinzofiigen, dass die Determinanten nten 
Grades | a^« | und | b^. \ gleich h werden (§. 8, VI). Wenn sich, nun durch 

Auflösung der n Gleichungen 

(3.) ««i-^^l + ^oJ^i +•' + ^an -a^n = *«i yi + *«2 y« "* -^ f^anffn 

die Gleichungen 

(4.) Xß = Pßiyi-^Pßiy%'^ 1- Pßnffn 

ergeben, so ist die Determinante \pJ gleich dem Quotienten der beiden 
Determinanten \a^ß\ und |ft„a|, also gleich 1. Setzt man femer 

SO ist Ap„ß = r^ß' Nun ist aber r^ß eine homogene lineare Function von 
Determinanten mten Grades des Systems Z>, also durch h theilbar, und 
mithin sind die Substitutionscoefficienten p^ß sämmtlich ganze Zahlen. 
Endlich ist leicht zu sehen, dass auf dem angegebenen Wege die allge- 
meinste unimodulare Substitution gefunden wird, welche die Formen A^ 
in die Formen B^ transformirt. 

Wenn eine Aequivalenzbedingung auf die Form i=j gebracht wer- 
den kann, wo i eine in bestinmiter Weise eindeutig aus den Zahlen a^ß 
und J die auf die nämliche Weise aus den Zahlen b^ß berechnete Grösse 
bezeichnet, so heisst i eine Invariante der Formen A^. Die oben aufge- 
stellten erforderlichen und genügenden Aequivalenzbedingungen sind nun 
in so fem unvortheilhaft, als sie nicht die Form i =J haben. Es fragt sich 
also, ob es möglich ist, ein System von nothwendigen und hinreichenden 
Aequivalenzbedingungen von der Form i=j zu ermitteln, d. h. ein voll- 
ständiges System von Invarianten der Formen A^ au&ustellen. 

Ist k irgend eine Zahl, so muss jede Lösung der n linearen Con- 
gruenzen 

(f).) «i/j -1 + ö«/j ^2 + • • • + «m^ ^m = (mod. *) (/» = 1, 2, . . . n) 
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infolge der Gleichnngen (1.) aach den Congrnenzen 

(6.) b^ß z^-i- b^ßZ^-i h b^ß Zfn = (mod. *) 

genagen, nnd jede Lösung der letzteren den Gleichnngen (2.) zufolge auch 
den ersteren. Man kann nun auf verschiedene Weisen solche Systeme 
von Congruenzen aufstellen, dass, wenn för sie die obige Bedingung er- 
fallt ist, auch stets die Formensysteme A^ und B^ äquivalent sein müssen. 
Ich will hier drei solche Systeme von Congruenzen angeben, das eine aus 
homogenen, die beiden andern aus nicht homogenen Congruenzen bestehend, 
welche in dem zweiten direct, in dem dritten nur die einen nach den 
andern aufgestellt werden können. 

UI. Damit die Formensysteme A^ und B^ äquivalent seien, ist noth- 
wendig und hinreichend j dass ihre Coeßicientenst/steme den nämlichen mten 
ElementartheUer k habenj und dass die Gesammtheit der (incongruenien) Lö- 
sungen der Congruenzen (5.) mit der Gesammtheit derer der Congruenzen (6.) 
übereinstimme. 

Die Anzahl der Lösungen der Congruenzen (5.) [oder (6.)] ist 
nach §. 11, X. gleich dem grössten gemeinsamen Divisor h [h'] der Deter- 
minanten mten Grades des Systems A [B]. Wenn also die Lösungen der 
Congruenzen (5.) und (6.) der Reihe nach übereinstimmen, so muss auch 
h = h' sein. Nach §. 11, X. besitzen die Congruenzen (5.) ein System von 
m Lösungen 



jn 



dessen Determinante gleich (^, *) = y ist. Man wähle nun ganz wie oben 
die Zahlen a^. und b^. so, dass die Determinanten «ten Grades \a^ = \b„l^h 

vp yp ' I ap\ I apx 

sind, und bestimme die Substitution (4.) durch Auflösung der linearen 
Gleichungen (3.). Um dann zu zeigen, dass die Substitutionscoefficienten 

p^ß = -^ ganze Zahlen sind, multiplicire ich die Determinante 
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mit der Determinante r^-. In dem Producte ist das t^te Element der 
/i*ten Zeile (j*^fn) 

oder wenn v = a ist, 

Da diese Zahlen nach der Annahme sänmitlich dnreh A: theilbar sind, so 

muss die betreffende Determinante, deren Werth r^ß -r- ist, durch ä^ und 

folglich r^- durch h theilbar sein. 

Sei, um zu dem zweiten Congruenzensystem überzugehen, hj^ der 
grösste gemeinsame Divisor der Determinanten Jlten Grades, die sich aus 
den ersten l Zeilen des Systems A bilden lassen, und sei H^ das Ele- 
mentensystem 



«11 «12 

^iK «M *1 

«81*1 ««1*8 



«ifi 

«in*i 
«8n*i 



«^1*^-1 «^*^-i • ' • «/4n*^-i. 

Da h^ durch h^_^ theilbar ist, so haben alle Elemente desselben den Di- 
visor Äi, und die Elemente der ersten Zeile keinen grössern Divisor ge- 
meinsam; alle Determinanten zweiten Grades den Divisor hih^=g% und 
die aus den Elementen der beiden ersten Zeilen gebildeten keinen grösseren 
Divisor gemeinsam. Betrachten wir allgemein eine Determinante Aten Gra- 
des, gebildet aus den Elementen der Zeilen ^ij^g,..-^^ (ft^fe---^^ji = f*)- 
Ist ei> 1, so enthält sie den Factor h [h ^^ . . . *^,_i) ist also durch 
Äi Ä2 . . . h^=gi theilbar. Ist aber ^^ = 1, . . . ^^ = x, q^^^ > x -h 1 , so ist 
die betreffende Determinante nach Absonderung des Factors Ai ä, . . . k^_^ 
h ^_i • • • hl eine homogene lineare Function von Determinanten xten 

Grades, die aus den Elementen der x ersten Zeilen von A gebildet sind, 
also durch h^ theilbar. Mithin ist die Determinante durch Äi ä, . . . h^__^ h^ 
^x+i • • • ^Ji'^fl'A theübar. Endlich haben die Determinanten Aten Grades, 
die sich aus den Elementen der X ersten Zeilen bilden lassen, keinen 
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9l 



grösseren Divisor als g. gemeinsam. Daher ist — = A, der X te Elemen- 

91-1 

tartheiler des Systems H . Nnn ist, wenn s^ den grössten gemeinsamen 
Divisor von k und dem «ten Elementartheiler e^ des Systems A bezeichnet 

(J,Ä) = n(-)- FolgUch ist 



hfl ^14 



• • 



A^ h^ 



K-i *ü' 



h 



*/i-i' 



also 



Mithin sind nach §. 10, 111 die linearen Congruenzen 

(7.) öj^^i + 0,^*1 ZgH hö^-i,/jÄ^-2«^-i+ö|i/?*^-i=0(mod.*^) (/?= l,2,...ft) 

mit einander verträgüch. Sei 

(8.) Ci = Ä^i, «« = *|i«? • • • V-i = Va*-» 
irgend eine Lösung derselben. Wenn dann h (/i* = 1, 2, . . . m) auch der 
grösste gemeinsame Divisor der Determinanten f*ten Grades ist, die sich 
aus den Elementen der yi ersten Zeilen des Systems B bilden lassen, uild 
die Zahlen (8.) auch den Congruenzen 

(9.) b^p Zx-^KpK^t^ ^ *;«~i,/j A^-« >-i + *^/9 A/i-i = (mod. A^) 

genügen, so sind die Formensysteme A^ und Ä^ äquivalent. 

Um dies zu beweisen, verfahren wir genau so wie oben. Multipli- 
cirt man dann die Determinante 
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mit r^., so ist das vte Element der /»ten Zeile 0»^i») 
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oder fax v^a 

Die Elemente der f*ten Zeile sind also sämmtlich darch h theilbar, mit- 
hin die ganze Determinante , . deren Werth r^. h^h^ . . . h^_^ ist, durch 
Äi Äj . . . Ä^, und folglich r^^ durch h^ = h. 

Das dritte System von Congruenzen, zu welchem ich mich jetzt 
wende, werde ich dazu benutzen, jedes der beiden gegebenen Formen- 
systeme auf ein drittes zu reduciren, dessen Coefficienten sämmtlich In- 
varianten sind. Ist 7-^=ä:j^, und «15 = ^1 c^-, so haben die n Zahlen c^- 

keinen Divisor gemeinsam und die Determinanten zweiten Grades des 
Systems c^., a^^ den grössten gemeinsamen Divisor *,. Nach §. 10, IV 
haben daher die Congruenzen 

(10.) c^ßZ = a^ß (mod.Äg) 

eine und nur eine Lösung ar=Ä,i (mod. ä^), wo k^i positiv und <*, sein 
mag. Setzt man nun 

^ß *«i ^iß ^^ *« ^iß^ 

so haben die Determinanten zweiten Grades des Systems c^^, c^. keinen 
Divisor gemeinsam und die Determinanten dritten Grades des Systems 
Cjo, c,-, a^ß den grössten gemeinsamen Divisor A3. Folglich haben die 
Congruenzen 

(11.) c^ß z -h c^ß z' = a^ß (mod.*j) 

eine und nur eine Lösung z^k^u z^k^^ (mod. ä^), wo k^i und Äg« po- 
sitiv und < Äs seien. Setzt man dann 

^ß *81 ^Iß ^8« ^iß ^^ *8 ^8/?J 

so haben die Determinanten dritten Grades des Systems c,-, c,-, c^ß kei- 
nen Divisor gemeinsam und die Determinanten vierten Grades des Systems 
^iß^ ^«^9 ^8/S' ^Aß ^^^ grössten gemeinsamen Divisor k^. Folglich haben 
die Congruenzen 

(12.) c^ß z -4- c^ß z' -h Cj^ß z" = a^ß (mod.Aj 
eine und nur eine Lösung ar=Ä4i, 2r'=Ä4t, 2r"=Ä:4s, u. s. w. 
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Auf diese Weise gelangt man zu den Gleichungen 

(13.) ««^ = A:«i ^1^ + *at ^2^ "*■'•••+" ^CjC-l^a-lj^+^o^a^ (a=l,...OT; ß=lj...n)y 

wo die Determinanten iwten Grades des Systems Cj^, c,^, ... c^ß keinen 
Divisor gemeinsam haben. Nach §.8, VI kann man daher n—m Reihen 
von je n Elementen c^^^ß^ • • • ^»^ ^^ bestimmen, dass die Determinante 
nten Grades |c^^| = l wird. Durch die Substitution 

(14.) ^«1 *i + ^«t «ar, + • • • -f- c^x^ = u„ (a = 1, 2, . . . n) 

gehen dann die Formen A^ in 

(15.) ^« = *«i «1 + *«j w, H h *„,„_! u„^i + k„ u„ (a = 1,2, . . . wt) 

über. Ein System von m unabhängigen Linearformen kann also auf ein 
anderes reducirt werden, in welchem k^^ positiv und von Null verschie- 
den, und falls ß ^a ist, Ar^. = 0, falls ß^a ist, Ar . nicht negativ und 

^^ AftÄ IS t. 

Sind die m Formen K^ den m Formen 

äquivalent, so muss der grösste gemeinsame Divisor der Determinanten 
itten Grades, die sich aus den Elementen der X ersten Zeilen bilden lassen, 
für beide Formensysteme derselbe, also Äi ä, . . . ä^^ = Zi Z, . . . /^^ und mit- 
hin kj^ = Ij^ sein. Aus der Gleichung kiUi = ki Vi folgt daher Ui = Vi; mit- 
hin aus der Gleichung 

kn Wj + Ar, ti, = 4i Ml + A, V, , 

wenn man der Yariabeln u^ den Werth 1 ertheilt, k^^ = Z^i (mod. A:,) , also 
wenn auch /ji zwischen und l^ liegt, A:si = 4i9 ^i^d daher der obigen 
Gleichung zufolge u^^v^. Aus der Gleichung 

*S1 ^1 + *32 ^i + *3 «8 = ^31 «1 + ^32 «2 + *8 «^8 

folgt ebenso, indem man tii = l, ti8 = setzt, Arsi = ^i, und indem man 
11^ = 0, tit=l setzt, A:s9 = /329 und daher ti3 = i;3, u. s. w. Zwei reducirte 
Formensysteme können also nicht äquivalent sein, ohne in den Coefficienten 
übereinzustimmen. Folglich bilden die Moduln ka und die Congruenz- 
worzeln k^ß ein vollständiges System von Invarianten der Formen Aa^ und 
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diese Invarianten sind in so fem unabhängig, als sie nur gewissen ün- 
gleichheitsbedingungen zu genügen haben, sonst aber beliebig angenommen 
werden können. 

§.13. Aequivalenz von Schaaren bilinearer Formen. 

Die Sätze, welche ich über Systeme A entwickelt habe, deren Ele- 
mente a . ganze Zahlen sind, gelten auch für solche, deren Elemente 
ganze Functionen eines Parameters r sind. Zwei biMneare Formen A = 
2 a^ß x^ y^ und B = 2h^. x^ y^ heissen äquivalent, wenn sie durch Substi- 
tutionen in einander übergeführt werden können, deren Coefficienten ganze 
Functionen von r sind, und deren Determinanten von r unabhängig und 
von Null verschieden sind. Damit zwei Formen äquivalent seien, ist noth- 
wendig und hinreichend, dass sie dieselben Elementartheiler, also auch 
denselben Rang besitzen. Ist d^ der grösste gemeinsame Divisor der De- 
terminanten Aten Grades von A^ so sind nicht nur die Quotienten -^l — =^i, 

sondern auch die Quotienten — = f^ ganze Functionen. Ist l der Rang 

und e^ der Ate Elementartheiler von A^ so lässt sich diese Form in jP= 
^1 ^1^1 -•- ^2 ^«y« + • • • + ^i^iVi transformiren, welche die Reducirte von A 
heisst. Sind zwei altemirende Formen äquivalent, so können sie durch 
cogrediente Substitutionen in einander transformirt werden. In einer alter- 
nirenden Form ist der 2 Ate Elementartheiler dem (2il— l)ten gleich, der 
Rang eine gerade Zahl, der grösste gemeinsame Divisor der Determinanten 
^Aten Grades ein Quadrat. 

Die Coefficienten der Substitutionen, welche zwei äquivalente For- 
men in einander transformiren, werden durch rationale Operationen aus 
den Coefficienten der Formen gefunden. Sind daher die Coefficienten der 
einzelnen Potenzen von r in den ganzen Functionen a^. und h^. alge- 
braische Zahlen eines gewissen Körpers, so kann man A durch Substi- 
tutionen in B transformiren, deren Coefficienten demselben Körper ange- 
hören. Die Potenzen der irreductibeln Factoren, in welche sich e^ zerlegen 
lässt, heissen die einfachen Elementartheiler von A. Unter allen Umstän- 
den, d. h. auch wenn die Coefficienten der einzelnen Potenzen von r in 
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a - keine algebraischen Zahlen sind , kann man die Potenzen der ver- 
schiedenen Linearfactoren, deren Product e^ ist, die einfachen Elementar-^ 
theiler von A nennen. Die einfachen Elementartheiler einer zerlegbaren 
Form sind die der einzelnen Theile zusammengenommen. 

Sind die Coefficienten der Form A ganze Functionen vom Grade a, 
so soll a der Grad der Form A genannt werden. Eine Form aten Gra- 
des kann auf die Gestalt A^A^r^-^Ai r""^ -*-••• 4- ^^ gebracht werden, 
wo die bilinearen Formen A^ den Parameter r nicht enthalten , und die 
Coefficienten von Aq nicht sämmtlich verschwinden. Ich nehme jetzt an, 
dass die Anzahl m der Variabein x^ der Anzahl n der Variabein y^ gleich 

ist. Wenn dann B = Borß-^Birß-^ -i h JB^ eine Form /?ten Grades 

ist und die Determinante it ten Grades der Form Bq nicht verschwindet, 

so ist das (symbolische) Product AB = A^ B^r^-^ß-h (A^B^-^Ai Äo)r«+/'-^H 

genau vom Grade a-^ ß. Denn da die Determinante von Bq nicht ver- 
schwindet, so kann nicht AqBq^'O sein, ohne dass Ao = wäre (Fr. §.2, 1). 
Allgemeiner ist der Grad, von ABC gleich der Summe der Grade von A^ 
B und C, wenn in zwei der Factoren , z, B. ia A und C die Determi- 
nanten der Formen, welche mit den höchsten Potenzen von r multiplicirt 
sind, nicht verschwinden. Femer gilt der Satz : 

I. Sind die bilinearen Formen A und B in Bezug auf den Para- 
meter r von den Graden a und /? ^ « , und ist die Determinante der Form, 
welche den Coefficienten von rß in B bildetj von Null verschieden, so giebt 
es eine und nur eine Form Q vom Grade a — ß und eine Form C von 
niedrigerem als dem ßten Grade, welche der Gleichung 

A^QB-hC oder A^BQ-^C 
Geniige leisten. 

Ist r = cc — ßj so ist die Form = Oo^^-*-Oi^"* + ••• + Oy so 
zu bestimmen, dass der Grad der Form A—QB = C kleiner als ß wird. 
Daher muss 

A, = Q,B,, A.^Q.B.-hQoB,, .4, = (?,Bo + (?i «i + ÖoAr 

Ay = OyBo + Vi^i "^ • • ^" Öofiy 
sein. Da die Determinante von Bq nicht verschwindet, so ergiebt sich 
aus diesen Gleichungen successive 

öo = 4) »TS Öl = (^1 - öafii) b;' = a,b;'-a,b;'b, b;\ u. s. w. 
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Ganz analog findet man die Formen Q und C, welche die Glei- 
chung A^BQ-h C befriedigen, 

Seien nun A = Aor-hAi und B^B^r -k- B^ zwei Formen, die in 
Bezug auf r vom ersten Grade sind, und in denen die Determinanten von 
Aq und Bq nicht verschwinden. Dann ist der Rang von A^ wie von B 
gleich n. Besitzen femer beide Formen dieselben Elementartheiler, so 
sind sie äquivalent, und es können durch rationale Operationen zwei Sub- 
stitutionen Po 9 Qa so bestimmt werden, dass 

wird. Die Coefficienten von Po ^nd Q^ sind ganze Functionen von r, 
ihre Determinanten aber sind von r unabhängig und von Null verschieden. 
Daher sind auch die Coefficienten der inversen Substitutionen 

^0 == ^o> Q^ = 'So 

ganze Functionen von r, und es bestehen die Gleichungen 
Man bestimme nun die Formen P, Pi, . . . jS, iSi so, dass 

Äo = ^Äi -+- Ä, «0 = ^i^ + S 

ist, und dass der Grad z. B. von jR kleiner ist, als der von A^ also weil 
A und B vom ersten Grade sind, dass P, Q^ jR, S den Parameter r nicht 
enthalten. Dann ist 

PoA = ÄÄo = BP,A -h PA=: BS,A + BS, 
B{P, — S,)A = BS—PA. 

Wäre nun Pi—Si nicht Null, so wäre der Grad der linken Seite wenig- 
stens gleich 2, während die rechte Seite nur vom ersten Grade sein kann. 
Daher muss P^ = St und 

(1.) BS = PA 

sein. Die reciproke Form So von Qq ist durch die Gleichung 

Öo Äo = ^ = ^1 yi -♦- ^» y» -* ^^ntfn 

definirt. Demnach ist 

E=Q.S,A+Q.S=Q,S,A + Q,BS+QS 
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oder nach Gleichung (1.) 

E-QS=Q,S,A+Q,PA=^(Q,S,^Q,P)A. 

Wäre nun Qq Si-\- QiP nicht Null , so wäre die rechte Seite mindestens 
vom ersten Grade, während die linke von r unabhängig ist. Mithin ist 

(2.) QS = E. 

S ist also die reciproke Form von Q und beider Determinanten sind von 
Null verschieden, weil ihr Product gleich eins, der Determinante von Ei 
ist. Aus den Gleichungen (1.) und (2.) ergiebt sich 

(3.) PAQ = B, 

und weil die Determinante von B nicht verschwindet, so kann auch die 
von P nicht Null sein. 

II. Wenn zwei Formen von nicht verschwindender Determinante^ 
welche einen Parameter im ersten Grade enffialten, dieselben ElementartheHer 
besitzen^ so können sie durch Substitutionen in einander transformirt werden^ 
deren Coefficieräen von dem Parameter unabhängig sind. 

Dies ist der in der Einleitung besprochene Satz des Herrn Weier- 
strass über die Aequivalenz von Schaaren bilinearer Formen. Sind A 
und B altemirende Formen, so kann man sie durch cogrediente Substi- 
tutionen in einander transformiren, also wenn man die conjugirte Form 
irgend einer Form C mit C bezeichnet, Qq = Pq voraussetzen (Fr. S. 22). 
Vertauscht man dann in der Gleichung P^^BP^-^P die Variabein x^ , y^ 
mit einander, so erhält man 

p; = p; (- B) -h p ' = (- p; ) B -h p ' = öo = Öl B + (? 

und daher Qi = — P[ \mSi Q = P'. Wenn also zwei Schaaren altemiren- 
der Formen, deren Determinanten nicht verschwinden, dieselben Elemen- 
tartheiler besitzen, so können sie durch cogrediente, von r unabhängige 
Substitutionen in einander transformirt werden. 

Es fragt sich noch, ob es Formen ersten Grades giebt, welche be- 
liebig vorgeschriebene Elementartheiler besitzen. Die Form 

R = (r — a) (jTi y, H »- «r, y,) — (oTi y, H h x,_i y,) 

hat die Determinante «ten Grades (r — a)*. Von ihren Determinanten 
(«— l)ten Grades ist eine gleich 1, nämlich die der Form x^jf^ 4- ••• +^,.iy,* 
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Daher hat R nur den einen Elementartheiler (r— «)*. Ebenso hat 



nur den einen Elementartheiler (r— «')*', u. s. w., wo a^ a\ . . . nicht alle 
verschieden zu sein brauchen. Da die einfachen Elementartheiler der zer- 
legbaren Form jR + Ä' + • • -• die ihrer einzelnen Theile zusammen sind, 
so kann man folglich eine Form mit vorgeschriebenen ein&chen Elementar- 
theilem bilden*). 

Sind allgemeiner ^(r), ^iCr), . . . ganze Functionen von r, deren 
Coefficienten algebraische Zahlen eines gewissen Körpers sind, und welche 
in diesem Körper irreductibel sind, so fragt es Qich, ob es eine Form 
ersten Grades giebt, deren Coefficienten demselben Körper angehören, und 
welche die einfachen Elementartheiler (9 (r))*, (91 (r))*', . . . besitzt Ist 



y(r) = r«4-air«-'-+- 



9(r) = 



a. 



a. 



a. 
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a, SO ist 
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also gleich der Determinante der Form 

»• («I yi H + *« y«) + yi («1 *i H 1- a« ««) — (*i y» h 1- *«_i yj- 

Mithin hat die Form von ae = y Yariabelnpaaren **) 

+ y«+i ("a+i ^«+1 H ^■ -^2« Via) + — ^■ yy-«4-i («^-a+i ^v-«4-i + • • • + ^,. yj 



*) Die alternirende Form (r— a) (x^Vi— ^^Vu-i-^ • *2iyi) — (*iy««-2 

— ^2 y2<-3 -H • • • — •2r,^-2 yi) ^^t ^^6 Determinante 2«ten Grades (r — a)** und von 
ihren Determinanten (2«— 2)ten Grades ist eine gleich 1. Nach Formel (4.), §.7 ist 
daher der grösste gemeinsame Divisor ihrer Determinanten (2e — l)ten Grades gleich 
(r — ay. Man kann daher auch eine alternirende Form ersten Grades mit vorgeschriebe- 
nen Paaren von Elemenlartheilem bilden. 

**) Die Glieder ^«ya+i, ^^aV^a+it • • •» welche besonders zu beachten sind, 
haben nur der Symmetrie halber die Coefficienten — 1 erhalten. Man könnte ihnen auch 
irgend welche andere, von Null verschiedene, Coefficienten geben. 
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die Determinante vten Grades (9)(r))«. Da femer von ihren Determinanten 
(i^— l)ten Grades eine gl^ch 1 ist, so besitzt S nur den einen Elementar- 
theiler (^(r))«. Ganz wie oben kann man nun eine (zerlegbare) Form 
Ä 4- Ä' + • • • bilden , deren einfache Elementartheiler beliebig gegebene 
Potenzen irreductibler Functionen sind. 

Die entwickelten Principien bleiben auch in dem Falle anwendbar, 
wo die Elemente a^^ des Systems A ganze Functionen von r mit ganz- 
zahligen Coefficienten sind, und zwei solche Functionen nicht als verschie- 
den betrachtet werden, wenn ihre * Coefficienten der Reihe nach in Bezug 
auf den Primzahlmodul p congruent sind. Haben die Determinanten ilten 
Grades (mod.p) den (primären) grössten gemeinsamen Divisor rf^, so heisst 
die durch die Congruenz rf^_j e^ = d^ (mod. p) bestimmte ganze Function c^ 
der Ute Elementartheiler von A. Die Potenzen der verschiedenen pri- 
mären Primfunctionen, deren Producte die Zahlen e^^ sind, heissen die ein- 
fachen Elementartheiler von A. Zwei bilineare Formen werden äquivalent 
genannt, wenn die eine in eine der andern congruente Form durch Sub- 
stitutionen übergefiihrt werden kann, deren Coefficienten ganze, ganzzahlige 
Functionen von r sind, und deren Determinanten (mod. p) nicht verschwin- 
denden Zahlen congruent sind. 

Sind die äquivalenten Formen A^^A^r-hAi und B^BoV-^Bi 
vom ersten Grade in r, ist iii = ii, und ist die Determinante uten Grades 
von A nicht iur alle Werthe von r durch p theilbar, so kann A m B 
durch Substitutionen transformirt werden, deren Coefficienten von r un- 
abhängig sind, und welche daher gleichzeitig Aq in Bq und ^i in B^ 
verwandeln. Sind (y(r))% (91 (r))«', ... die einfachen Elementartheiler 
von J[, also 9 (r), 91 (r) , ... Primfunctionen (mod. p)^ so kann A auf eine 
Normalform von der Gestalt iS-h jS' -f- • • • reducirt werden, wo jS die 
oben angegebene Bedeutung hat. Bedient man sich der von Galois ein- 
geführten complexen Zahlen, so kann man auch die Potenzen der ver- 
schiedenen Linearfactoren (r—a)\ (r— «')*', . . . , in die sich die Functio- 
nen e^ zerlegen lassen, die complexen einfachen Elementartheiler von A 
nennen und die bilineare Form A^ falls die Determinante von ^0 ^icht 
durch p theilbar ist, in 

S ((r - a) (Xi y^ -f- h Jr, y,) — (or, y, + • • • -h ar,_i y,)) 
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transformiren. Mit einer geringen Modification (welche ermöglicht, dass 
die Determinante von Ai durch p theilbar sein kann) ist dies die Nor- 
malform, auf welche Herr Camäle Jordan (iraü^ des subsiihUionSj p. 1 14—126) 
die Form A^r -h Ai redncirt hat 

Zürich, April 1878. 
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lieber die Kninmer'sehe Configuration von sechzehn Pnnkten 

nnd sechzehn Ebenen. 

(Von Herrn Th. Heye in Strassborg i. E.) 



Lrie merkwürdige Configuration, welche von den 16 Knotenpunkten 
nnd den 16 singulären Ebenen einer Kummerschen Fläche vierten Grades 
gebildet wird, kann nach den Angaben des Herrn H. Weber*) linear aus 
sechs Knotenpunkten construirt werden, und letztere können der Weber- 
sehen Rechnung zufolge ganz beliebige Lage haben. Die vorliegende Ar- 
beit nun enthält eine directe synthetische Begründung dieser Construction, 
welche auf einer interessanten Eigenschaft des räumlichen Sechsecks be- 
ruht; ausserdem zeigt sie, wie man vom Sechseck ausgehend zu den bis- 
lang bekannten, wichtigeren Eigenschaften der Kummerschen Configuration 
gelangt. 

Ein vollständiges räumliches Sechseck hat 15 Kanten, welche je 
zwei, und 20 Ebenen oder Flächen, welche je drei von den sechs Eck- 
punkten A^ Ä, C, />, JS, F verbinden; die 20 Ebenen liegen paarweise 
einander gegenüber, wie ABC und D EF oder AB D und CEF. 

Wir wollen nun fünf von den sechs Eckpunkten, etwa die von F 

verschiedenen, in einer bestimmten Reihenfolge AB C D E auffassen als 

ein einfaches räumliches Fünfeck, welches selbstverständlich auch mit 

B CD EA^ ED C B A u. s. w. bezeichnet werden kann. Dann bilden 

die fünf Flächen: 

EAB, ABC, BCD, CFJE, DEA 

dieses einfachen Fünfecks mit den ftinf Ebenen : 

EFB, AFC, BFD, CFE, DFA, 

welche die Diagonalen desselben mit dem sechsten Punkte F verbinden, 
eine solche Gruppe von zehn Sechseckflächen, dass zwei von ihnen durch 



*) Dieses Journal, Bd. 84, S. 349. 
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jede der 15 Sechseckkanten gehen. Wir bezeichnen diese Gruppe mit 
AB C D E\F^ und bemerken , dass durch Vertauschung der Eckpunkte 
aus ihr jede analoge Gruppe von 10 Sechseckflächen erhalten wird. Die 
Gruppen B C D EA\F, E D CB A\F, . . . sind von der obigen nicht 
verschieden. Den Ebenen der Gruppe AB C D E\F ]iQgea im Sechseck 
die zehn Ebenen der Gruppe ACEB D\F gegenüber. 

Von der Ebenengruppe ^Ä CU ßjl^ unterscheiden sich die fünf 
Gruppen : 

FBDCE\A, AFCED\B, EBFDA\C, BACFE\D xmd ACBDF\E 

nur durch andere Anordnung der zehn Ebenen; sie enthalten nämlich 
ganz dieselben zehn Sechseckflächen, wie jene. Beispielsweise besteht 
FBDCE\A 

aus EFB, FBD, BDC, DCE, CEF 
und EAB, FAD, BAC, DAE, CAF. 

Jede dieser zehn Ebenen enthält drei Sechseckkanten, durch welche 
drei von den übrigen neun Ebenen gehen; zu ihr „gehört" der Schnitt- 
punkt dieser drei Ebenen. Die zu den zehn Ebenen gehörigen zehn 
Punkte aber bilden mit A, J9, C\ i>, JS, J^ zusammen die sechzehn Punkte 
einer Zt/wm^rschen Conßguration, welche auch die zehn Ebenen ABCDE\F 
enthält. 

Zunächst nämlich leuchtet ein, dass in jeder dieser zehn Ebenen 
sechs von den 16 Punkten liegen, worunter drei Sechseckpunkte, dass je 
zwei von den 10 Ebenen sich in zwei von den 16 Punkten schneiden, 
und dass durch die Punkte A, JB, C^D^ E, F je fünf und durch die übri- 
gen 10 Punkte je drei von den 10 Ebenen gehen. Wir wollen nun 
zeigen, dass durch jeden Sechseckpunkt, z. B. durch J^, noch eine sechste 
Ebene geht, welche ebenfalls sechs von den 16 Punkten enthält, und zwar 
ausser F noch die fünf zu den Ebenen des einfachen Fünfecks ABCDE 
gehörigen Punkte. 

Bekanntlich ist durch das einfache Fünfeck ABCDE ein Null- 
system bestimmt, in welchem zugeordnet sind: 

den Ebenen EAB, ABC, BCD, CDE, DEA 
die resp. Punkte A, B, C, D, E 
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und folglich u. A. der Diagonale IlC die Sehnittlinie der Ebenen £^J9 
und BCD. Der zm ABC gehörige Punkt, welchen diese Schnittlinie 
mit der Ebene AFC gemein hat, ist demnach dieser Ebene zugeordnet, 
und durch ihn muss die Nullebene qt des Punktes F gehen. Ebenso aber 
geht die Nullebene von F durch die zu B CD, CDE, D EAuni SAB 
gehörigen Punkte. Auf dieselbe Weise ergiebt sich, dass die fiinf zu den 
Ebenen des ein&chen Fünfecks FBDCE gehörigen Punkte in einer 
durch A gehenden Ebene a liegen; diese Ebene ist in dem durch 
FBDCE bestimmten Nullsysteme dem Punkte A zugeordnet Die 
Ebenen 9 und a schneiden sich in den beiden zu BCD und CDE 
gehörigen Punkten , femer 9 und AB C m den zu EAB und BCD 
gehörigen Punkten, endlich g> und AFC schneiden sich in jP und dem- 
jenigen Punkte, welcher zu der Ebene ABC gehört. 

Zu den zehn Ebeneutder Gruppe ABCDE\F kommen also noch 
sechs durch resp. A, JB, C, U, JS, F gehende Ebenen a, /?, r^ *? «» 9 ; die- 
selben yervoUständigen die Kummersche Configuration , sodass diese nun- 
mehr 16 Punkte und 16 Ebenen enthält. In jeder der 16 Ebenen liegen 
sechs von den 16 Punkten, die Schnittlinien der 16 Ebenen fallen zu- 
sammen mit den Verbindungslinien der 16 Punkte, und durch jeden von 
den 16 Punkten gehen, wie man leicht einsieht, sechs von den 16 Ebenen. 

In Jedem der sechs Nullsysteme j welche durch die sechs einfachen 
Fun/ecke AB CDE, FBDCE, AFC ED, EBFDA, BACFE 
und ACBDF bestimmt sind^ ist die Kummersche Configuration sich selber^ 
d. h. ihren 16 Punkten sind ihre 76 Ebenen zugeordnet Z. B. in dem ersten 
dieser Nullsysteme sind den Ebenen des Fünfecks AB CDE seine fünf 
Eckpunkte und dem Punkte F die Ebene 9 zugeordnet, ausserdem aber, 
wie vorhin gezeigt wurde: 

den Ebenen AFC, BFD, CFE, DFA, EFB 

die zu resp. ABC, BCD, CDE, DEA, EAB gehörigen Punkte. 

Daraus aber und aus der Construction der Ebenen a, ß, y, d, « ergiebt sich 
ohne Schwierigkeit, dass diesen Ebenen die zu resp. EFB, AFC, BFD, 
CFE und DFA gehörigen Punkte zugeordnet sind. 

Aus den sechs Nullsystemen können rein synthetisch, wie anders- 
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WO*) bereits gezeigt wurde, fan&ehn geschaart-involatorische Systeme und 
zehn Polarsysteme abgeleitet werden, in welchen die Ktwmersthe Gonfigu- 
ration ebenfalls sich selbst zugeordnet ist Jedem Punkte der Configuration 
sind in den 15 involutorischen Systemen die übrigen f&n&ehn Punkte, in 
den sechs Nullsystemen die sechs durch ihn gehenden Ebenen und in den 
zehn Polarsystemen die zehn nicht durch ihn gehenden Ebenen der Con- 
üguration zugeordnet, und Analoges gilt von jeder der 16 Ebenen. Daraus 
folgt unmittelbar, dass die Gruppen von je sechs Punkten der Configuration, 
die in den 16 Ebenen liegen, und die Gruppen von je sechs Ebenen, die 
durch die 16 Punkte gehen, alle zu einander projectiv sind. Wir haben 
femer a. a. 0. daraus geschlossen, dass die sechs Punkte, welche einer 
beliebigen Ebene in den sechs Nullsystemen zugeordnet sind, allemal auf 
einem Kegelschnitt liegen, und dass die sechs einem beliebigen Punkte 
zugeordneten Ebenen eine Kegelfläche ü. Ordmmg berühren. Die 16 Punkte 
der Kurnmersclien Configuration liegen demzufolge zu sechsen auf 16 Kegel- 
schnitten und die 16 Ebenen derselben berühren zu sechsen 16 Kegel- 
flächen II. Ordnung. 

Die Punkte A^ JB, C, i>, E bilden zwölf einfiftche Fünfecke, denn 
die Anzahl ihrer Combinationen ist 120 und je zehn dieser Combinationen 
stellen ein und dasselbe einfache Fünfeck dar. Die sechs Punkte AyB^ 
C, jD, jE, F gehören folglich zu zwölf verschiedenen Kummerschen Confi- 
gurationen, und die Punkte dieser Configurationen liegen zu sechsen auf 
16.12 = 192 Kegelschnitten, während ihre Ebenen zu sechsen 192 Kegel- 
flächen II. Ordnung berühren. Es lässt sich zeigen, dass alle diese Gruppen 
von Punkten und Ebenen projectiv sind zu der Punktgruppe ABCDEF 
derjenigen Raumcurve UI. Ordnung, welche durch die sechs Punkte be- 
stimmt ist. 

Strassburg i. E. den 19. Mai 1878. 



^) In diesem Bande, S. 102 und 104. 
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Zur Geschichte des Potentials. 

(Von Herrn R. Baltzer in Giessen.) 



1. W enn die Masse »i, mit der ein Punkt belegt ist, zur Epoche i 
an einem rechtwinkeligen Coordinatensystem den Ort x^ y^ z hat, und von 
einem Agens angegriffen die Beschleunigung p erhält, deren Componenten 
in den Coordinatenrichtungen JT, F, Z sind, so beschreibt sie in der Zeit 
dt die Bahn ds = vdt mit der Geschwindigkeit v. Ihre Tangentialbe- 
schleunigung dv i dt \si pco^ps^ wenn durch ps der Winkel bezeichnet 
wird, welchen ds mit der Richtung der p bildet Daher ist 

vdv =^ p ds * COS psj 

d . \ mv* = mp . ds . COS ps = mp COS ;i^ .vdi, 

= m {Xdx -*- Ydy + Zdz). 

m 

Diese Differentialgleichungen und ihre Integrale haben zu einer 
reichen Bildung von Benennungen und Sätzen (sogenannten Principen) 
Veranlassung gegeben. Allgemein nennt man wp die Kraft des Agens, 
mit welcher m von demselben angegriffen wird (vis motrix, Newton 
Princ. I def. 8), und ~mv* die halbe lebendige Kraft der bewegten 
Masse (Leibnizj neuerlich wohl auch die lebendige Kraft). Das Product 
mp cos ps'i) der (auf v oder ds normal projicirten) Kraft mit der Geschwin- 
digkeit heisst bei Newton die Action des Agens. Princ. I am Schluss 
der Einleitung ed. Le Seur et Jaquier p. 60: Actio Agentis si aestimetur 
ex ejus vi et velocitate conjunctim, etc. 

2. Wenn die Kraft m p cos ps als Function von s gegeben ist, so 
kann das definite Integral /m/y cos;? j. c/^ durch das Product einer Bahn- 
länge mit einer Kraft (Gewicht) ausgedrückt werden, welches Moment 
d'activit6 (Camo< 1786), effet dynamique (Monge, HacJiette)^ travail 
total, work, Arbeit des Agens genannt worden ist. Die Arbeits- 
Einheit hat die Namen Fuss-Pfund, Meter -Kilogramm, Dynamic, Dyname, 
Dynamode erhalten. 
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Wenn die Action mpcosps . v als Function von t gegeben ist, 
so kann das definite Integral fmpcosps .vdt durch das Product einer 
Zeit mit einer Action ausgedruckt werden, z. B. in Pferdekraft, deren eine 
in 1 See. 550 Fusd-Pfiind englisch oder (nahe) 75 Meter-Kilogramm leistet 
(Watt 1780 ±). 

Demgemäss ist mpcosps . ds oder mpcosps .vdt das Diffe- 
rential der von dem Agens auf der Bahn ds oder während der Zeit dt 
geleisteten Arbeit, und heisst travail 616mentaire {Naoier, Poncelet 
1826), moment virtuel (Dt^Aam^/ u. A.). Die letztere Benennung weist 
auf Joh. BemovMi zurück, der in einem von Lagrange citirten Brief 1717 
Jan. 26 an Varignon (abgedruckt in der posthumen Mechanik Yarignon:^ 
1725 Sect. 9) zwei metaphysisch inficirte Ausdrücke geschaffen hat, von 
denen der erste alsbald Eingang gefunden hat, während dem andern erst 
neuerlich Aufnahme zu Theil geworden ist. Joh. BemouUi hat nämlich 
daselbst die vorhin definirte Action des Agens durch das Product der 
Kraft des Agens mit der von ihm so genannten vitesse virtuelle 
veo^ps der bewegten Masse dargestellt, und die Action selbst als die 
Energie des Agens bezeichnet 

Daher ergaben sich für die halbe lebendige Kraft einer bewegten 
Masse die äquivalenten üblichen Ausdrücke. 

3. Wenn endlich Xdx-i-Ydy-^-Zdz das Differential einer 
Function U der ;r, y, z (des Orts der Masse m) ist, so ist V das soge- 
nannte Potential des Agens in dem Angriffspunkt, d.-rmv* ==mdü^ 
-^v^— U constant. Die Componenten der Beschleunigung p sind die 
Differentialquotienten der Function U nach ar, y, ar, und pcosps = dU:ds. 
Wenn p nicht Null und rfl7=0, so ist cos/i* = 0, d. h. die Beschleuni- 
gung p und die die Bahn ds enthaltende Fläche dU=0 sind normal zu 
einander, und die angegriffene Masse, wenn sie ruht, ist auf der einen 
Seite der Fläche, wenn diese solid ist und hinreichenden Widerstand leistet, 
im Gleichgewicht. 

Ein Punkt, in welchem das Potential des Agens den gegebenen 
Werth c hat, liegt auf der Fläche lJ = c^ welche von der Kraft, mit der 
das Agens die Masse angreift;, normal geschnitten wird, und welche von 
Clairaut Figure de la terre 1743 I §.18 eine Niveaufläche, von Gauss 
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II Potential and 

•clrop. 1740 t. 7 
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II in Erinnerung gebracht worden 
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111:; mit &tUr. Die Jahreszahlen der akademi- 
<Vir die Chronologie der eiDzelnen AbhandloDgea 
:iil lleclamatioDeD zu erkCDaen ist. 
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Dieses Potential der gegebenen continnirtichen Masse als Function 
der X, y^ % (des Punktes, in dem die Masse sich befindet) ist es, auf 
welches Laplace in den M^ul de Paris 1782 (1785 edirt) seine Theorie 
des attraetions des sphöroides et de la fignre des planstes gebaut hat, 
und welche Legenäre (M^nL pr6sent6s t 10 p. 421) von Laplace mitge- 
theilt erhalten hatte. Lagrang f^ Priorität ist, wie es scheint, weder da- 
mals noch in unsrer Zeit erwähnt worden. 

In der citirten Abhandlung von Laplace und in der Möcanique 

^V ^V d'f^ 

Celeste ist die Gleichung ^-j + ^-y 4- -gp- = gegeben ohne die Ein- 
schränkung, auf deren Nothwendigkeit Poisson Bulletin de la sociötö phi- 
lomathique 1812 t 3 p. 388 durch seinen Zusatz aufinerksam gemacht hat 
Yergi. Poisson VLism. de Paris 1823 p. 463 und Connaissance des temps 
pour 1829 (1826 edirt und 1828 von Gauss angezeigt W. t 6 p. 648). 

6. Die Function F ist mit einem Namen, potential function, 
belegt worden von Green 1828, dessen Abhandlung jedoch erst nach ihrem 
durch Herrn Thomson veranlassten Wiederabdruck in diesem Journal Bd. 39. 
44. 47, 1850 — 54 bekannter geworden ist und allgemeinere Würdigung ge- 
funden hat Wenig später hatte Hamilton in den Philos. Trans. 1834 der 
Function U den Namen force function gegeben, welchen Jacohi seit 
1836 (in diesem Journal Bd. 17 p. 98) beibehalten hat. In ein neues 
Stadium ist aber die Theorie der Kräfte, mit welchen Agentien wirken, 
hauptsächlich durch Gauss Allgemeine Lehrsätze etc. 1840 gebracht wor- 
den, und durch die von Dirichlet über dieses Gebiet gehaltenen Vor- 
lesungen. Gauss hat den Namen Potential ftkr V und ü eingeführt 
(Art. 3), und in den ersten 18 Artikeln die Arbeiten seiner Vorgänger, 
soweit es nöthig schien, zusammengestellt und präcisirt. Vor dem 19. Ar- 
tikel ist zu lesen: „Die bisher vorgetragenen Sätze sind zwar ihrem we- 
sentlichen Inhalte nach nicht neu, durften aber des Zusammenhangs wegen 
als nothwendige Vorbereitungen zu den nachfolgenden Untersuchungen nicht 
übergangen werden, in welchen eine Reihe neuer Lehrsätze entwickelt 
werden wird." 

Giessen, 1878, August 
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lieber Gruppen von vertansehbaren Elementen. 

(Von den Herren Frobenius und Stickelberger in Zürich.) 



Lrie Theorie der endlichen Gruppen von vertauschbaren Elementen 
haben einerseits Evler und Gauss ^ andererseits Lagrange und Abel be- 
gründet, jene in ihren zahlentheoretischen Untersuchungen über Potenz- 
reste, diese in ihren algebraischen Arbeiten über die Auflösung der Glei- 
chungen. Nach diesen grundlegenden Untersuchungen haben Gauss und 
Herr Schering die Theorie weiter entwickelt. Gauss (JD^onstraHon de 
quelques tMoremes concemani les p&iodes des classes des formes binaires du 
second degr^j Werke^ Bd. II, S. 266) lehrt die Zerlegung einer Gruppe in 
primäre Gruppen, deren Ordnungen relative. Primzahlen sind (§. 4) , Herr 
Schering (Die Fundamentalklassen der zusammensetzbaren arithmetischen 
Formen j Göttinger Abhandlungen, Bd. 14.) ihre Zerlegung in elementare 
Gruppen, von deren Ordnungen jede durch die folgende theilbar ist 
(§.6). Jene Zerlegung ist eine völlig bestimmte, diese aber kann auf 
verschiedene Weisen ausgeführt werden. Diese Bemerkung bildete den 
Ausgangspunkt unserer Untersuchung, indem sie uns zu der Frage führte, 
ob es gewisse allen diesen Zerlegungen gemeinsame Eigenschaften gäbe. 
Wir erkannten zunächst, dass die Ordnungen der elementaren Gruppen, in 
die Herr Schering die ganze Gruppe zerlegt, constante von der Wahl der 
partialen Gruppen unabhängige Zahlen sind. Indem wir dann durch Com- 
bination der 6rat^^chen Zerlegung mit der Schering^che^n zu den unzerleg- 
baren Bestandtheilen der Gruppe vordrangen, gelang es' uns weiter, mit 
Hülfe einer schärferen Fassung des Begriffs der primitiven Wurzeln (§. 3) 
festzustellen, wie weit die irreductibeln Factoren einer Gruppe von einan* 
der unabhängig und wie weit sie abhängig sind. 

Journal für Mathematik Bd. LXZXYI. Heft 3. 28 
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Die Hauptschwierigkeit bei dieser Untersuchung bestand, ähnlich 
wie bei der Lehre von den complexen ganzen Zahlen, in der Umformung 
der Begriffe, welche die elementare Zahlentheorie darbietet. Während man 
z. B. dort eine Zahl eine Primzahl nennt, wenn sie nur durch 1 und sich 
selbst theUbar ist, mussten wir hier eine Gruppe irreductibel nennen, wenn 
sie nicht in zwei Fäctoren zerfällt werden kann, ohne dass einer derselben 
gleich der ganzen Gruppe ist (§.8). Während man dort unter einer pri- 
mitiven Wurzel der Gongruenz ar''=l eine Zahl versteht, von der keine 
niedrigere Potenz, als die n te, congruent 1 ist, wurden wir hier darauf ge- 
führt, nur dann eine Wurzel jener Gongruenz primitiv zu nennen, wenn 
keine niedrigere Potenz derselben, als die nte, ein Titer Potenzrest ist 

Nachdem wir das in §.1 entwickelte Problem in den §§.2 — 9 er- 
ledigt haben, ohne von der Zahlentheorie mehr als ihre ersten Elemente 
zu benutzen, fuhren wir in §.10 die ganze Lehre von den Gruppen auf 
die Theorie der linearen Formen mit ganzen Gofßcienten (Moduln im Sinne 
des Herrn Dedekind) zurück. Um die abstracte Entwicklung möglichst 
bequem und fasslich darstellen zu können, knüpfen wir sie an die Unter- 
suchung der Klassen von Zahlen an, die in Bezug auf einen gegebenen 
Modul incongruent und relativ prim zu demselben sind, ohne dabei von 
den speciellen Eigenschaften dieser Elemente Gebrauch zu machen. Die 
Theorie dieser Zahlenklassen haben wir dann in den §§.11 und 12 als 
Anwendung der allgemeinen Untersuchung kurz abgehandelt. 

§.1. Definitionen. 

Die Elemente unserer Untersuchung sind die q>{M) Klassen von 
(reellen) ganzen Zahlen, welche in Bezug auf einen Modul M incongruent 
und relativ prim zu demselben sind. Zwei Elemente heissen gleich, A=B^ 
wenn sie durch (mod. M) congruente Zahlen reprasentirt werden. Eine 
Anzahl dieser Elemente bildet eine (endliche)*) Gruppe, wenn das Pro- 
duct von je zweien derselben wieder unter ihnen enthalten ist Z. B. bUdet 



*) Es giebt auch Gruppen von unzählig vielen Elementen, z. B. bilden die Ein- 
heiten eines algebraischen Körpers, falls sie nicht sämmtlich Wurzeln aus 1 sind, eine 
unendliche Gruppe von endlichem Range. 
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die Gesammtheit der 9>(ilf) Zahlen eine endliche Gruppe*). Das Ele- 
ment E (so bezeichnen wir im folgenden die Zahlenklasse, deren Reprä- 
sentant 1 ist) heisst das Hauptelement. Es bildet für sich eine Gmppe, 
welche wir mit (S bezeichnen und die Hauptgruppe nennen werden. Die 
Anzahl der verschiedenen Elemente, aus denen eine Gruppe besteht, heisst 
die Ordnung der Gruppe. Eine Gruppe heisst primär^ wenn ihre Ordnung 
eine Potenz einer Primzahl ist 

Ist A ein Element einer Gruppe, so gehören auch alle Potenzen 

■ 

von A der Gruppe an. Dieselben können, da jede Gruppe nur eine end- 
liche Anzahl von Elementen enthält, nicht alle von einander verschieden 

sein. Ist Jl* = J^*"*"', so ist A^ = E. Der Exponent der niedrigsten Potenz 
von A^ welche gleich E ist, heisst der Exponent, zu welchem A gehört. 
Ist derselbe gleich e, und setzt man A^^=^A^^^, so ist AA"^ = E (= A^). 

Ist femer Al^E^ so muss t durch e theilbar sein. Denn ist t = ef'¥g 

und O^g^e, so ist E^{A^^A^=:A^ und folglich ^=0. Damit also 

Al'^A^ sei, ist nothwendig und hinreichend, dass r=* (mod. c) ist. 
Folglich ist die Zahl e die Ordnung der Gruppe, die von den Potenzen 
von A gebildet wird, und wird daher auch die Ordnung des Elementes A 
genannt. (Caucht/j Memoire sur les arrangements etc. p. \bl, Exerc. d^analyse 
et de phys. math. tom. HL) 

Sind A, B, C^ . . . mehrere Elemente einer Gruppe, so gehören 

auch alle Elemente von der Form Ä^ B^ C^ . . . der Gruppe an. Mehrere 
Elemente einer Gruppe bilden eine Basis derselben, wenn sich aus ihnen 
durch Potenziren und Multipliciren alle Elemente der Gruppe zusammen- 
setzen lassen. Besitzt eine Gruppe eine Basis von r Elementen und 
keine Basis von weniger als r Elementen, so heisst r der Eang der 
Gruppe. Eine Gruppe heisst elementar, wenn sie vom ersten Range ist, 
wenn sich also alle ihre Elemente als Potenzen von einem derselben dar- 
stellen lassen. Ein solches Element heisst ein primitives Element der 
Gruppe. 

Zwei Gruppen heissen gleich, 91 = 03 , wenn sie dieselben Elemente 



*) Es giebt auch Systeme von unzählig vielen Elementen, aus denen sich end- 
liche Gruppen bilden lassen^ z. B. die Einheitsworzeln aller Orade. 

28 • 
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enthalten. — Multiplicirt man jedes Element einer Gruppe 91 mit jedem 
Elemente einer andern Gruppe 93, so bilden die Producte, soweit sie ver- 
schieden sind, wieder eine Gruppe, welche das Product der Gruppen 91 
und 95 heisst und mit 9193 (— 9391) bezeichnet wird. Multiplicirt man jedes 
Element von 9193 mit jedem Elemente der Gruppe 6, so bilden die Pro- 
ducte eine Gruppe (9193)6 = 91 (936) = 91936. 91, 93, 6 heissen die Factoren 
des Productes 91936. Offenbar ist 9191 = 91. 

Wenn alle Elemente der Gruppe 93 auch der Gruppe 91 angehören, 
so heisst 91 durch 93 theübar^ oder 93 in 9t enthalten^ oder 93 ein Dwisor 
von 91. Jede Gruppe ist durch die Hauptgruppe 6 theilbar. Da die Gruppe 
9193 = 6 das Product aus jedem Elemente von 9t in das Hauptelement E 
von 93 enthält, so ist 6 durch 9t theilbar. Ist umgekehrt 6 durch 9t theil- 
bar, so kann man, und zwar in der Regel auf verschiedene Weisen, eine 
Gruppe 93 bestimmen, welche der Gleichung 9t93 = 6 genügt. Offenbar 
erfüllt nämlich 93 = 6 diese Bedingung, weil 9t6 = 6 ist, falls 9t in 6 aufgeht 

Alle Elemente, welche zwei oder mehrere Gruppen gemeinsam 
haben, bilden eine Gruppe, welche der grösste gemeinsame Divisor jener 
Gruppen heisst. Zwei Gruppen, deren grösster gemeinsamer Divisor die 
Hauptgruppe ist, heissen theilerfremd. Ist A ein Element von 91, und B 
ein Element von 93, und sind 9t und 93 theilerfremd, so kann die Glei- 
chung AB = E nur bestehen, wenn ^ = Ä = jB ist, da A = B~^ sowohl 
der Gruppe 9t als auch der Gruppe 93 angehört. Mehrere Gruppen heissen 
theilerfremd*), wenn das Product aus einem Elemente der ersten, einem 
der zweiten, einem der dritten, u. s. w., nicht gleich dem Hauptelemente 
sein kann, ohne dass jeder Factor für sich demselben gleich ist. Sind 91 
und 936D, 93 und 6D, 6 und D theilerfremd , so sind auch 91, 93, 6, 5) 
theilerfremd. Mehrere Elemente ^, J9, C, . . . heissen unabhängigj wenn 
die elementaren Gruppen, deren Basen sie bilden, theilerfremd sind, wenn 

also die Gleichung A^B'(T... = E nur bestehen kann, falls Ä^ = W~(T 
= • • • = jB ist. 



*) Ist eine Grappe za 2wei andern theilerfremd, so braucht sie zq ihrem IVo- 
dacte nicht theilerfremd za sein. Ist z. B. der Modul M^=Sy nnd besteht die Gruppe 9 
aus den Elementen 1, 3, 93 aus 1, 5, 6 aus 1,7, so sind je zwei dieser Gruppen theiler- 
fremd, während jede ia dem Producte der beiden andern aufgeht. 
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Eine Gruppe ^ heisst in die Factoren 21, 95, S, . . . zerlegbar^ 
wenn ^ = 91936 . . . ist und 21, 93, 6, . . . theilerfremd sind. Kann eine 
Gruppe nicht in zwei (theilerfremde) Factoren zerlegt werden, so heisst 
sie unzerlegbar oder irreductibeL Durch eine endliche Anzahl von Ver- 
suchen kann man entweder eine Zerlegung einer gegebenen Gruppe finden, 
oder sich von ihrer Irreductibilität überzeugen: Man ermittle zunächst alle 
Divisoren der Gruppe, indem man aus ihren Elementen alle möglichen 
Combinationen bildet, und aus denselben alle die ausscheidet, welche keine 
Gruppe bilden. Je zwei dieser Divisoren, die ausser E kein Element 
gemeinsam haben, multiplicire man mit einander, und sehe zu, ob eins 
dieser Producte gleich der ganzen Gruppe ist. Erhält man auf diese 
Weise eine Zerlegung der gegebenen Gruppe in zwei Factoren, so kann 
man jeden derselben in der nämlichen Art auf seine Zerlegbarkeit unter- 
suchen. Ist J& in 2193 zerlegbar, und ist keiner * der beiden Factoren 
gleich ^, so muss 21 sowohl wie 93 weniger Elemente als J^ enthalten. 
Mithin muss man auf dem angegebenen Wege durch eine endliche Anzahl 
von Operationen zu einer Zerlegung der gegebenen Gruppe in lauter irre- 
ductible Factoren gelangen. 

I. Eine Gruppe, die nicht irreductibel ist, kann in lauter irreducHble 
Factoren zerlegt werden. 

Eine solche Zerlegung ist in der Regel auf viele verschiedene 
Weisen möglich. Wie man sie aber auch ausfuhren mag, man erhält doch 
stets die gleiche Anzahl von irreductibeln Factoren, und dieselben können 
einander in zwei verschiedenen Zerlegungen so zugeordnet werden, dass 
die entsprechenden Factoren von gleicher Ordnung sind. * Der Beweis 
dieser Behauptung (§.8), sowie die genaue Charakterisirung der irreduc- 
tibeln Factoren einer zerlegbaren Gruppe (§.9) bildet den Hauptgegen- 
stand der folgenden Untersuchung. 

Die obigen Definitionen und alle folgenden Entwicklungen bleiben 
auch richtig, wenn der Begriff der Gleichheit zweier Elemente etwas weiter 
gefasst wird, als bisher geschehen ist (vgl. Kronecker ^ Attseinandersetzung 
einiger Eigenschaften der Klassenanzahl idealer complexer Zahlen, Berliner 
Monatsberichte 1870, p. 881). Ist nämlich 3R eine bestimmte Gruppe, so 
wollen wir zwei Elemente in Bezug auf die Gruppe 3Jl einander gleich 
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nennen, A = B, wenn AB^^ in 3Ä enthalten ist Alle Elemente von 3R 
selber sind dann gleich E. Daher heisst ^ die Hauptgrappe, weil 
sie bei dieser Bedeutung des Gleichheitsbegriffes die nämliche Rolle spielt, 
wie bei der engeren Bedeutung desselben die Gruppe d. Sind die Ele- 
mente A und B der Gruppe Jq in Bezug auf ^ einander gleich, so ist 
AB~^ sowohl in ^ als auch in 9)} enthalten, also auch in dem grössten 
gemeinsamen Divisor von ^ und SR. Bei der Betrachtung der relativen 
Gleichheit der Elemente einer Gruppe Jq in Bezug auf eine Gruppe SR 
kann man sich daher auf den Fall beschränken, wo SR ein Divisor von ^ 
ist Die Elemente einer Gruppe ^ kann man also in Bezug auf jeden 
Divisor SR von ^ in Geschlechter eintheilen, indem man zwei Elemente zu 
demselben Geschlechte rechnet oder nicht, je nachdem sie in Bezug auf 
3R gleich oder verschieden sind. Unter diesen Geschlechtem bildet nur 
ein einziges eine Gruppe, nämüch das der Elemente von SR, welches das 
Hauptgeschlecht heisst. 

Bestehen in Bezug auf SR die Gleichungen A = B und C=Dj so 
ist auch AC=BD, und aus den Gleichungen AC^^BD und A = B er- 
giebt sich umgekehrt C=D. Ist daher A = Bj so ist auch A^ = jff^. 
Der Exponent der niedrigsten Potenz von A^ welche ein Element von SR 
ist, heisst der Exponent, zu dem A in Bezug auf SR gehört. Ist A = B 
in Bezug auf SR, so gehören A und B in Bezug auf SR zu demselben 
Exponenten. Gehört A in Bezug auf SR zum Exponenten e, so ist der 
Exponent jeder Potenz von /i, die in SR enthalten ist, ein Viel&ches von e. 
Gehört ein Element H in Bezug auf die Gruppe 31 zum Exponenten a 
und in Bezug auf iB zu 6, und ist 3( durch 93 theilbar, so ist b durch a 

theilbar. Denn H^ ist ein Element von 93, also auch von % und folglich 
geht a in 6 auf. Gehört daher H in Bezug auf 3( zum Exponenten a, 
so geht a in der Ordnung von H auf. 

Der Bequemlichkeit der Darstellung halber werden wir im folgen- 
den die Beweise nur für die engere Bedeutung des Gleichheitsbegriffes 
fahren, dagegen die hauptsächlichsten Sätze auch auf die weitere Bedeu- 
tung desselben übertragen. 
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§. 2. Die Ordnung einer Gruppe. 

Seien a^b^ c . . . die Ordnungen der Gruppen 31, 93, 6 ... , und 
sei h die Ordnung ihres Productes <!^ = 91 93 6 . • . . Multiplicirt man jedes 
der a Elemente von 21 mit jedem der b Elemente von 95 und die Pro- 
dncte mit jedem der c Elemente von 6 u. s. w. , so erhält man abc . . . 
Elemente. Findet sich unter diesen Producten ein Element mehrmals, so 
kommt auch jedes andere gleich oft unter ihnen vor. Denn sind A^ A^^ A^ 
[J?, Bi^ B^; C, Ci , Ca ; . . .] Elemente von 31 [93, S . . .] , zwischen welchen 
die Gleichungen 

Ar^Ai = A^ Bt^B^ = B^... oder ^2 = ^1^, Bi=^BiB, . . . 

bestehen, so folgt aus der Gleichung AiBiCi. . . =^ A^B^C^ . . . die Glei- 
chung ABC . . . = E^ und umgekehrt aus der letzteren Gleichung die 
erstere. Sind daher g unter jenen Producten gleich E, so kommt auch 
jedes Element von ^ ^mal unter ihnen vor. Mithin ist die Anzahl der 

wirklich verschiedenen Producte h = ^-^ , oder es ist 

9 

abc. . • =i gh. 

I. Die Ordnung des Productes mehrerer Gruppen geht in dem Pro- 
ducte aus den Ordnungen der einzelnen Factoren auf. 

Sind die Gruppen 3t, 93, 6 . . . theilerfremd, so kann die Gleichung 
ABC . . . = iE nur bestehen, wenn A = B= C... = E ist, und mithin 
ist ^=1. Sind die Gruppen nicht theilerfremd, so ist ^ > 1. Daraus folgt 
(vgl. Cauchy^ 1. c. p. 229): 

I*. Wenn eine Gruppe in mehrere Factoren zerlegbar ist, so ist ihre 

Ordnung gleich dem Producte der Ordnungen der einzelnen Factoren; und 

wenn die Ordnung eines Productes gleich dem Producte der Ordnungen der 
Factoren istj so sind die Factoren theilerfremd. 

Ist 31 [93, 6, . . .] die Gruppe der Potoazen von A [J?, C, . . .]» ^J^d 
ist ^^ = ä[ä* = jE; C = jB...], so ist die Ordnung von 31 gleich der 
Ordnung von A, also ein Divisor von a. Daraus folgt: 

P. Genügen die EUmerUe A^ B^ C . . . der Basis einer Gruppe den 
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Gleichungen A^ = E^ ^ = E, C^ = E . . . , so ist die Ordnung h der Gruppe 
ein Divisor von abc . . .. 

Ist daher p eine Primzahl, welche in der Ordnung h der Gruppe 
aufgeht, so muss eine der Zahlen a^b,c. . . durch p theilbar sein. Sind 
speciell a, b^ c . . . die Exponenten, zu welchen A, B, C . . . gehören, und 

a 

ist a durch p theilbar, so gehört A^ zum Exponenten p. Daraus ergiebt 
sich der Satz (jCauchy, 1. c. p. 250): 

I®. In einer Gruppe , deren Ordnung durch die Primzahl p theübar 
istj giebt es Elemente^ welche zum Exponenten p gehören. 

Aus dem Satze P. ergeben sich femer die Folgerungen: 

I"*. Die Ordnung einer Gruppe rten Ranges, deren Elemente sämmt- 

lieh der Gleichung X =E genügen^ ist ein Divisor von k . 

P. Die Ordnung einer Gruppe, deren Elemente sämmtlich der Glei- 
chung X =E genügen, ist durch keine Primzahl theilbar, die nicht in k aufgeht. 

Die kleinste Zahl /r, welche die Eigenschaft hat, das^ alle Ele- 
mente einer Gruppe die Gleichung X^ = E befriedigen, heisst die erste 
Invariante dieser Gruppe. 

r. Die Ordnung einer 'Gruppe ist durch keine Primzahl theilbar, die 
nicht in der ersten Invariante der Gruppe au/geht 

Sind Ai^ A^^ . . . A^ die Elemente der Gruppe % ist die Gruppe 
6 durch 3t theilbar, und sind J9i, B^ . . . B^^ die sämmtlichen in Bezug 
auf 21 verschiedenen Elemente der Gruppe 6, so sind die Producte A^Bß 
(a = l,2 ...a; /? = 1,2 . . • b) alle (absolut) von einander verschieden 
und bilden die sämmtlichen Elemente von 6. Denn wäre A^Bß = AB^^ 
so wäre B^B^^ == A'^^ A ^ A^^ es wären also B^ und B^ in Bezug auf 
die Gruppe 2t einander gleich. Wäre femer ein Element B der Grappe 
6 keinem der Producte A^B^ gleich, so wäre B keinem der Elemente 
Bß in Bezug auf 21 gleich ; es wären also B^^ B^ . . . B^^ nicht die sämmt- 
lichen in Bezug auf 2t verschiedenen Elemente von 6. Mithin ist die 
Ordnung von 6 gleich a b. Daraus ergiebt sich der Satz von Lagrange 
(JUflexions sur la räsoiution alge'brique des ^quations, No. 99. Oeuvres publüfes 
par Serret, tW.): , 
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II. Die Ordnung einer Gruppe ist durch die Ordnung jedes ihrer Di- 
visoren (heilbar. 

n*. Jeder Divisor einer primären Gruppe ist wieder eine primäre 
Gruppe. 

Gehört das Element A der Gmppe ^ zum Exponenten 6, so ist 
die Gruppe der Potenzen von A ein Divisor von ^ , dessen Ordnung 
gleich e ist 

II\ Die Ordnung einer Gruppe ist durch die Ordnung Jedes ihrer 
Elemente theilbar. 

Mehrere Zahlen heissen im Folgenden nur dann relativ prim, wenn 
je zwei derselben keinen gemeinsamen Theiler haben. Sind die Ordnungen 
a,b^c.. . der Gruppen 21, 93, 6 ... relative Primzahlen , so ist die Ord- 
nung h ihres Productes durch jede der Zahlen a, 6, r . . . , also auch durch 
ihr Product theilbar, und mithin ist h = abc . . . , da h nicht grösser als 
das Product sein kann. Nach Satz P sind daher die Gruppen 3t, 93, 6... 
theilerfremd. 

in. Sind die Ordnungen mehrerer Gruppen theilerfremd^ so sind die 
Gruppen theilerfremd. 

Für zwei Gruppen ergiebt sich der Satz auch daraus, dass die Ord- 
nung eines gemeinsamen Divisors zweier Gruppen ein gemeinsamer Divisor 
der Ordnungen der beiden Gruppen sein muss. 



§. 3. Potenzen nnd primitive Wurzeln. 

1. AUe Elemente einer Gruppe ^, welche der Gleichung X^ = E 
genflgen, bilden eine Gruppe Ä, die ein Divisor von Sq ist, und deren 
Ordnung wir mit |Ar,<!^| bezeichnen. Aus Satz ?, §.2 ergiebt sich: 

I. Die Zahl |Ar, <!^| ist durch keine Primzahl theilbar j die nicht in k 
au/geht. 

Mithin ist \fi^i^\ eine Potenz der Primzahl p, wie auf einem ganz 
anderen Wege Got/^^ (Werke, Bd. H, S. 266) bewiesen hat. — Ist a durch b 
theilbar, so genügen alle Wurzeln der Gleichung X^ = E auch der Glei- 
chung X^^E. Daher ist die Gruppe 31 der Wurzeln der Gleichung 

Josraal Ar M th w nmtik Bd. LXXXVI. H«ft 8. 29 
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X^ = E durch die Gruppe 95 der Wurzeln der Gleichung X^ = E theilbar. 
Aus Satz II, §.2 ergiebt sich mithin: 

U. Ist a durch b theilbar^ so ist auch \a^J^\ durch \b^^\ theilbar. 

Ist Jq in 21936 .• . zerlegbar, so ist jedes Element H von ^ das 
Product aus einem Elemente A von 91 , einem Elemente B von 93, u. s. w., 
H=ABC'^. Ist nun E=H^=:A^B^CK.., so muss E^A^^J^ 
= C^ = • • • sein , weil die Gruppen 21, 93, (5 • . . als theilerfremd voraus- 
gesetzt sind. 

III. Ist die Gruppe ^ in die Factoren 21 93 (S • . . zerlegbar^ so kann 
eine Wurzel der Gleichung X == E in der Gruppe J^ stets und nur auf eine 
Weise als Product einer Wurzel dieser Gleichung in der Gruppe 21, einer 
Wurzel derselben in der Gruppe 93 etc. dargestellt werden^ und es ist 

U,|)| = |Ä,9r| |*,a5| |A:,s|.... 

Ist k gleich dem Producte der relativen Primzahlen abc . . . ^ und 
ist 21 [93, (5, . . .] die Gruppe der Elemente von ^ , welche der Gleichung 
X^'^EiX^^E.X'^E,.. .] genügen, so sind 21, 93, 6, . . . theUerfremd, 
Denn ist ABC. . . = E, wo A [Ä, C, . . .] ein Element von 21 [93, 6, . . .] 

ist, so ist E=(ABC...y=Ä^ und mithin auch (AydA^'^y^E, also 

k 

wenn man x und y so bestimmt, dass ax -i — y = 1 wird, A = E^ und 

ebenso B = C= • • • = jB. (Dies Resultat kann auch aus dem Satze I in 
Verbindung mit dem Satze HI, §.2 abgeleitet werden.) Das Product 
ABC... = H befriedigt die Gleichung X^^E. Ist umgekehrt H irgend 
ein Element von ^, das dieser Gleichung genügt, ist, in Partialbruche zer- 

kx ky 

legt, -^ = — h~H 1 , und setzt man jBf" = ^, jff =Ä..., so ist 

^ k a c 

Ä^ = E^ Ä* = JB, . . . und ABC... = H. Daher ist die Gruppe Ä, welche 
von den Elementen der Gruppe ^ gebildet wird, die der Gleichung X^ = E 
genügen, in die Gruppen 21 93 6 . . . zerlegbar. 

IV, Ist die Zahl k gleich dem Producte der relativen Primzahlen abc..., 
so kann eine Wurzel der Gleichung X =^E in der Gruppe Sq stets und nur 
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ctuf eine Weise als Product einer Wurzel der Gleichung X^ == Ej einer 
Wurzel der Gleichung X^ = Ej etc. dargestellt werden^ und es ist 

2. Ein Element A von ^ heisst eine Arte Potenz in der Gruppe ^, 
wenn es in Jq ein Element U giebt, das der Gleichung U^ = A genügt. 
Alle Äten Potenzen in ^ bilden eine Gruppe Ä, die ein Divisor von Jq 
ist, und deren Ordnung wir mit (/r, »§) bezeichnen. Ist U^ = A und F* = ^, 
und ist U^'V:=W, also V= UW, so ist »F* = £. Sind daher W,, 

W^ , . . . Wi alle Elemente von ^ , die der Gleichung X^ = E genügen, 
und ist V eine Wurzel der Gleichung U^ = A^ so sind VIV^, UW^, ... 

VW^ die sämmtlichen verschiedenen Wurzeln dieser Gleichung. Erhebt 
man alle h Elemente der Gruppe ^ auf die Ate Potenz, so sind demnach 

je t dieser Arten Potenzen einander gleich, und mithin giebt es — verschie- 
dene Arte Potenzen in der Gruppe »§*). 

V. Das Product aus der Anzahl der kten Potenzen in einer Gruppe 
und der Anzahl der Elemente, deren kte Potenzen gleich dem Hauptelemente 
sindj ist gleich der Ordnung der Gruppe: 

Ist <!^ in 9lfB zerlegbar, so kann jedes Element W[C] von Jq 
und zwar nur auf eine Weise als Product eines Elementes U [A] von 2t 
und eines Elementes V[B] von 95 dargestellt werden. Ist nun C= FF*, 
so ist AB=:: U^ F* und folglich gehört das Element IT^A^V^B^' so- 
wohl der Gruppe 2t als auch der Gruppe © an, ist also, weil dieselben 
theilerfremd sind, gleich jE, und mithin ist A= U^ und B= F*- 



*) Sind die Elemente von ^ Klassen äquivalenter binärer quadratischer Formen 
derselben Determinante, so nennt Gauss die Groppe der zweiten Potenzen (d. h. der durch * 
Duplication entstehenden Klassen) das Hauptgeschlecht und rechnet zwei Elemente zu dem- 
selben Geschlechte oder nicht, je nachdem sie in Bezug auf das Hauptgeschlecht gleich 
oder verschieden sind (vgl. §. 1). Nach dem Beweise des Satzes H, §. 2 enthält jedes 
Geschlecht gleich viele Klassen, und daher ist die Anzahl der Geschlechter gleich dem 
Quotienten der Anzahl h sänMntlicher Klassen durch die Anzahl (2, ^) der Klassen des 
Hauptgeschlechts. Die Elemente von ^, welche der Gleichung X* = ^ genügen, heissen 
die ambigen Klassen. Nach dem obigen Satze V ist folglich die Anzahl der Geschlechter 
der Anzahl der ambigen Klassen gleich (vgl. Disqu. arithm. 258, 261, 287). 

29* 
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VI. Jede kte Potenz in dem Producte mehrerer Iheilerfremden Gruppen 
ist das Product aus lauter kten Potenzen in den einzelnen Factoren. 

VI*. Sind zwei Gruppen theilerfremd, so ist ein Element der ersten, 
das eine kte Potenz in dem Producte der beiden Gruppen ist, auch eine kte 
Potenz in der ersten Gruppe. 

3. Ein Element der Gruppe »§, welches der Gleichung X^^E 
genügt, heisst eine primitive Wurzel dieser Gleichung in der Gruppe ^, 
wenn es in Bezug auf die Gruppe, die aus den Arten Potenzen in ^ be- 
steht, zum Exponenten k gehört. Demnach darf keine niedrigere Potenz 
eines solchen Elementes als die /rte (die gleich E ist) gleich einer Arten 
Potenz in ^ sein, und die Gleichung A^^ ü^ nur dann durch ein Ele- 
ment U von J& befriedigt werden, wenn x durch k theilbar ist. 

VII. Sind 91 und 93 theilerfremd, so ist ein Element von 9t, das eine 
primitive Wurzel der Gleichung X =E in der Gruppe 91 ist, auch eine pri- 
mitive Wurzel dieser Gleichung in der Gruppe 9193. 

Denn ist A^= FT^, wo A der Gruppe 9t und JV der Gruppe 9t 93 
angehört, so ist nach Satz VI' auch A*= U^, wo U ein Element von 91 
ist, und mithin ist, wenn A eine primitive Wurzel der Gleichung X^ = E 
in der Gruppe 9t ist, t durch Ar theilbar. 

VIII. Ist k das Product der relativen Primzahlen ab c . . ., so er- 
hält man jede primitive Wurzel der Gleichung X =^E in der Gruppe «©t, 
indem man jede primitive Wurzel der Gleichung X^ = E mit jeder der Glei- 
chung X = E, die Producte mit jeder der Gleichung X^ = E etc. muJtiplicirt 

Denn seien A^ B^ C^ . . . primitive Wurzeln der Gleichungen X^=E^ 
X^ = E^ jr = JB, ... in der Gruppe ^ und sei H=ABC... . Ist dann 

jBr^= U\ wo U ein Element von Jq ist, so ist If^ ={ABC. . .)" =^^ 

(• '^V k 

z=\U^ 1 . Folglich ist t — durch a, also t durch a theilbar. Ebenso ist t 

durch b^c,... theilbar, also auch durch a6c . . . = Ar, und mithin ist H 
eine primitive Wurzel der Gleichung X^ = E. Femer kann jede Wurzel jff 
der Gleichung JC*=^, und zwar nur auf eine Weise, als ein Product 
ABC... je einer Wurzel der Gleichungen JT'^jB, X^ = E, jr = jB,... 
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dargestellt werden. Ist nun H eine primitive Wurzel der Gleichung 
X* = JE?, 80 ist auch A eine primitive Wurzel der Gleichung X^ = E. 

xk xk xk 

Denn ist ^^= f7^ so ist H^ =:^{ABC . . .y =A^ =UK FolgUch ist 

— durch Ä, also x durch a theilbar. 

Mehrere primitive Wurzeln A^ B^ C^ . . . der Gleichung JC* = jB in 
der Gruppe Jq heissen von einander unahMngig, wenn die Gruppe der 
Potenzen von A^ die der Potenzen von J?, u. s. w., und die Gruppe der 
Arten Potenzen in ^ theilerfremd sind. Demnach kann die Gleichung 
J^W€^...= V^ nur dann durch ein Element J7 der Gruppe ^ befrie- 
digt werden, wenn :r,y, 2r, ... sänmitlich durch k theilbar, also die Fac- 
toren der linken Seite einzeln gleich K sind. Die Methode, mittelst deren 
wir soeben den Satz VIII bewiesen haben, fiihrt, auf Systeme unabhängiger 
primitiver Wurzeln angewendet , zu dem Resultate : Sind A^^ A^^. . . Ax 
[Bi , J9, , . . . Bx ; C, , C2 , . . . Cx ; . . .] x unabhängige primitive Wurzeln 
der Gleichung JT* = jE [X^ -= JE, X^ = jE, . . .] , und sind a,b^c^... relative 
Primzahlen, so sind ^iÄiCi...= fli, A^B^Ci,..= H^^.,.^ AB C^... = H 
% unabhängige primitive Wurzeln der Gleichung X^^^ ' " = JE?; sind um- 
gekehrt /fi, Ifg, . . • jff^ irgend x solche Wurzeln, und ist H =^A B C...., 
so sind ^1 , Ai^ . . . A^ x unabhängige primitive Wurzeln der Gleichung 

Ein System unabhängiger primitiver Wurzeln der Gleichung X^=E 
in der Gruppe ^ heisst volktändigj wenn es in «l^ keine primitive Wurzel 
dieser Gleichung giebt, die von ihnen unabhängig ist. Wählt man für A 
eine beliebige primitive Wurzel der Gleichung X^ = E^ für B eine be- 
liebige von A unabhängige, fiir C eine beliebige von A und B unab- 
hängige, u. s. w., so erhält man in der allgemeinsten Weise ein vollstän- 
diges System unabhängiger primitiver Wurzeln der Gleichung X^=Em 
der Gruppe Jq. Ob jedes solche System aus gleich vielen Elementen be- 
steht oder nicht, bleibt vorläufig dahingestellt (vgl. §. 9, 1). 

§.4. Zerlegung einer Groppe in primäre Factoren. 

Sind Ai^ A^^ . . . Af^ die Elemente einer Gruppe hier Ordnung <^, 
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SO sind auch A^A^^ A^A^^ . . . Aj^A^ die sämmtlichen k verschiedenen 
Elemente derselben, können sich also nur durch die Anordnung*) von 
^15 ^,, ... Aj^ unterscheiden. Mithin ist A^A^ . . . Af^A^ = A^ . . . Af^ 
und folglich A^^ = JB. — Oder : Gehört das Element A der Gruppe ^ zum 
Exponenten e, so ist nach Satz IP, §.2 ä durch e theilbar, und mithin 
folgt aus der Gleichung A^^E die Gleichung A^^E. 

I. Jedes Element einer Gruppe hter Ordnung genügt der Gleichung 
X'' =^ E (F er matscher Satz). 

Daher ist | A, »l^ | = Ä. Ist h das Product der relativen Primzahlen 
a6, so ist nach Satz IV, §.3 \a^^\ \b^JQ\=z\h^^\= h= ab und folglich, 
weil nach Satz I, §.3 | a, <^ | keine andern Primfactoren wie a, und 1 6, ^ | 
keine andern wie b enthält, | a, ^ | = a und \b^^\ = b (vgl. Gauss, Werke, 
Bd. U, S. 267). 

IL Ist h die Ordnung der Gruppe ^ und a ein Divisor von hj der 
zu seinem complementären Divisor relativ prim istj so ist | a, <§ | = a. 

Ist daher h gleich dem Producte der relativen Primzahlen abc..., 
so ist die Gruppe 91 [93, 6, . . .] derjenigen Elemente von .&, welche die 
Gleichung X^=^E [X^ = jE, JT^ = jE, . . .] befriedigen, genau von der Ord- 
nung a [Ä, €?, . . .]. Da femer jede Wurzel der Gleichung X^ = E und 
zwar nur auf eine Weise als Product je einer Wurzel der Gleichungen 
X^ = jE, X^ = E, X' = E... dargestellt werden kann, so ist ^ in 31936... 
zerlegbar. Wird umgekehrt die Gruppe J& der Ordnung abc . . . irgend- 
wie als Product von Gruppen 9(, 93, S, . . . der Ordnungen a^b^c... dar- 
gestellt, so müssen alle Elemente von 3( nach Satz I der Gleichung 
X^ = E genügen. 

ni. Sind a^b^c,... relative Primzahlen , so kann eine Gruppe der 
abc.ten Ordnung stets und nur auf eine Weise in Factoren der aten, bteri, 
cten, . . . Ordnung zerlegt werden. 



*) Bezeichnet man die Substitution, welche die Elemente A^^...Af^ so unter 
einander vertauscht, dass sie der Reihe nach gleich AiA„^ ... Aj^A„ werden, mit S„^ so 
ist S^Sß^^ Sß S„, und Äi . . . iS^ bilden eine (transitive) Gruppe 5K von h (vertausch- 
baren) Substitutionen unter h Buchstaben. Man kann also die Elemente jeder endlichen 
Gruppe auch als Substitutionen auflassen. (Herr Camille Jordan nennt die Gruppen ^ 
und ^l isomorph. Tratte des substituHonSy p. 56 ; d. J. Bd. 84, S. 101.) 
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Nimmt man für a, 6, c, . . . die Potenzen verschiedener Primzahlen, 
deren Product h ist, so ergiebt sich daraus der folgende Satz, durch welchen 
die allgemeine Theorie der Gruppen auf die der primären Gruppen zurück- 
geführt wird: 

IV. Eine Gruppe kann stets und nur auf eine Weise in lauter pri- 
märe Factoren zerlegt werden, deren Ordnungen relative Primzahlen sind. 



§. 5. Der Rang einer Gmppe. 

Bilden A^^ A^ . , . Ä eine Basis der Gruppe 21 vom Range p und 
Bi^ B2 . . . B eine Basis der Gruppe 93 vom Range q^ so bilden diese 
p-^ q Elemente zusammen eine Basis des Productes 9t 93. Daher ist der 
Rang dieser Gruppe r^p-^-q. 

I. Der Rang eines Productes ist nicht grösser als die Summe der 
Rangzahlen der Factoren. 

Bilden Ai^ A2 . . . A^ eine Basis der Gruppe 21, und durchlaufen 
Xi, X2 . . . x^ alle positiven und negativen ganzen Zahlen, so stellt der 
Ausdruck A^' Ä^^ . . . A^^ alle Elemente der Gruppe dar, und jedes ein- 
zelne unendlich oft. Um sämmtliche Darstellungen eines gegebenen Ele- 
mentes aus einer derselben abzuleiten, muss man alle Lösungen der Gleichung 

ermitteln. Sei 2l„ die Gruppe mit der Basis Ai, A^ ... ^«_i(2li = @), 
gehöre A^ in Bezug auf diese Gruppe zum Exponenten a^^, und sei 

(2.) ^^«« = ^""«^ ^''«* . . . Ä~y^^^-\ 

Wenn dann x^^ x^ . . * x^ unabhängig von einander alle positiven und ne- 
gativen ganzen Zahlen durchlaufen, so stellen die linearen Formen 

»1 = «11 ^1 + «21 ^2 -^ ^ «m ^n 

(3.) 



t;, = ö„ OTg + h ö;a Xn 



^n — ^nn *n 



alle Lösungen der Gleichung (1.) dar. Denn gehört ein Element A einer 
Gruppe 21 (absolut oder in Bezug auf eine gegebene Gruppe 93) zum Ex- 
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ponenten a, und ist J^ = E (oder J^ in der Gruppe 93 enthalten), so ist 
t> durch a theilbar, t>=-ax. Damit ist, wenn n=\ ist, der obige Satz 
bereits bewiesen. Zufolge der Gleichung (1.) oder 

ist Ä!^ in der Gruppe 21^ enthalten, und folglich muss v^ durch a^ 
theilbar sein, v^^a^^x^. Durch Gombination der Gleichung (1.) mit der 
aus (2.) folgenden Relation 

ergiebt sich femer 

Nehmen wir also an, der Satz sei für eine Basis von n— 1 Elementen 
bereits bewiesen, so ergiebt sich daraus 43eine Richtigkeit för eine Basis 
von n Elementen. Da femer die Zahlen (hx^ a^^ . . . Onn &lle von Null 
verschieden sind, mithin die n Linearformen (3.) nicht verschwinden kön- 
nen, ohne dass x^^x^.^.Xn sämmtlich gleich Null sind, so stellen sie 
jede Lösung der Gleichung (1.) nur ein einziges Mal dar (vgl Gauss,, Werke, 
Bd. n, S. 266> 

Bedeutet in der obigen Entwicklung das Gleichheitszeichen nicht 
absolute Gleichheit, sondem nur relative, in Bezug auf eine gewisse 

Grappe 93, so stellt, wenn man (absolut) A^"^^ A^"^^ . . . J^^^^^B^ setzt, 

der Ausdruck B^^ if^. . . if^ alle Elemente von 21 dar, welche in 93 ent- 
halten sind, also, wenn 93 ein Divisor von 21 ist, alle Elemente von 93, 
und mithin bilden Bi, B^ . . . B^ eine Basis der Gmppe 93. Ist folglich n 
der Rang von 2t, so kann der Rang von 93 nicht grösser als n sein. 

IL Der Rang eines Divisors einer Gruppe ist nicht grösser als der 
Rang der ganzen Gruppe. 

II*. Jeder Divisor einer elementaren Gruppe ist wieder eine elemen- 
tare Gruppe. 

Sind die Ordnungen a, 6, c . . . der Grappen 21, 93, 6 • • . relative 
Primzahlen , so ist die Ordnung ihres Products ^ = 21936 . . . gleich 
h = ab€. . . . Bilden femer ^i, A^. . . eine Basis von 21, J?i, B^ ... eine 
Basis von 93 u. s. w., so bilden AiBiCi . . . =^Hi^ A^B^C^. . . = H^ eine 
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Basis von ^. Denn jedes Element H von ^ kann, und zwar nur auf 
eine Weise, als Product von Elementen 

die respective den Gruppen 21, 93, 6 . . . angehören, dargestellt werden. Da 
alle Elemente der Gruppe ater Ordnung 91 nach Satz I, §.4 der Glei- 
chung A^ = E genügen, so ist, wenn a?=y (mod. a) ist, auch A^ = j^. 
Weil nun a, 6, r . . . relative Primzahlen sind, so kann man eine Zahl x 
bestimmen, welche gleichzeitig die Congruenzen 

x^ ^ a^ (mod. a) , o:^ ^ b^ (mod. 6), x^ ^ c^ (mod. c) . . . 
befriedigt. Dann ist 

^ = ^f^«..., Ä = Äf> Bf«..., c=cf> q«..., ... 

und daher 

Ist also unter den Gruppen 21,93,6, .. . wenigstens eine vom Range r und 
keine von höherem Range, so ist der Rang von ^ nicht grösser als r. 
Nach Satz 11 ist er aber auch nicht kleiner als r. 

in. Der Rang eines Productes mehrerer Gruppenj deren Ordnungen 
relatwe Primzahlen sindj ist gleich dem Range derjenigen Factorenj welche 
vom höchsten Range sind. 

Sind die Ordnungen der Gruppen 21, 93, 6, . . . relative Primzahlen, 
gehören Ji, J^ . . . der Gruppe % B^^ B^ . . . der Gruppe 93 %n u. s. w., 
und bilden Hy^^ A^B^Ci . . . , H^^ A2B2C2 ... u. s. w. eine Basis der 
Gruppe »§ = 21936 .. ., so bilden A^^ A^ . . . eine Basis von 21. Denn ist 
A irgend ein Element von 21, so ist es auch ein Element von ^, kann 
also auf die Form A = H^' H^ . . . gebracht werden. Da femer a und 

— relative Primzahlen sind, so kann man eine Zahl x bestimmen, welche 
a 

gleichzeitig die Congruenzen x=l(mod. o), J7=0 (mod. — ) befriedigt. 
Dann ist 

weil die — ten Potenzen von B . C . . . sämmtlich gleich E sind. Aus 
diesen Entwicklungen ergiebt sich die Folgerung: 

Joarn»! fOr Mathematik Bd. LXXXYI. Heft 3. ^0 



234 FrobeniuB tmd Stickelberger^ Gruppen von vertauschbaren Elementen, 

m\ Das Product mehrerer elementaren Gruppen, deren Ordnungen 
relative Primzahlen sind, ist wieder eine elementare Gruppe. Das Product 
aus je einem Elemente jeder dieser Gruppen ist stets und nur dann ein pri- 
mitives Element der Productgruppe, wenn jeder einzelne Factor ein primitives 
Element seiner Gruppe ist 



§. 6. Zerlegung einer Gruppe in elementare Gruppen. 

Das kleinste gemeinschaftliche Vielfache e mehrerer Zahlen a^b^c... 
kann man in Factoren a,ß,r,... zerlegen, die relative Primzahlen sind, 
und von denen « in a, /J in 6, y ia c . . . aufgeht (Gauss, D. A., 73). 
Gehören nun A^B^C . . . zu den Exponenten a, 6, c . . . , so gehören 

a h c 

A^ ^ B^ ^ C^ . . . zu den Exponenten a, /J, p^ . . . , und da diese relative 

a b c 

Primzahlen sind, so gehört nach Satz IIP, §.5 A^ B^ C^ . . . zu dem 
Exponenten e. 

I. Ist e das kleinste gemeinschaflliche Vielfache der Exponenten, zu 
welchen die Basiselemente einer Gruppe gehören, so ist die Ordnung jedes 
Elementes derselben ein Divisor von e, und es giebt Elemente in der Gruppe, 
deren Ordnung gleich e ist 

Daher ist e der grösste unter allen Exponenten, zu welchen Ele- 
mente von ^ gehören. Es muss folglich^ wenn unter den Ordnungen aller 
Elemente einer Gruppe e die grösste ist, jede andere in e aufgehen, und 
mithin muss die ete Potenz jedes Elementes von ^ gleich E sein. 

Alle diese Sätze gelten auch für die relative Gleichheit der Ele- 
mente. Ist unter allen Exponenten, zu welchen die Elemente von ^ in 
Bezug auf die Gruppe 21 [93] gehören, a [6] der grösste, und ist 91 durch 
93 theilbar, so ist b durch a theilbar. Denn die 6te Potenz jedes Ele- 
mentes H von ^ ist in 93, also auch in 21 enthalten; gehört also H in 
Bezug auf die Gruppe 2( zum Exponenten a, so muss nach §.1 a in 6 
aufgehen. 

Ist e^ der grösste der Exponenten, zu welchen die Elemente der 
Gruppe Äter Ordnung ^ gehören, so ist nach Satz ^^ §.2 die Zahl h 
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durch 6fi theilbar, und die e^te Potenz jedes Elementes ist gleich E. Ge- 
hört das Element Hj der Gruppe ^ znm Exponenten ^i, und ist ^^ die 
Gruppe der Potenzen von flj, so ist, falls ä = öi ist, »§ = »öi. Ist aber 
jl>«i, und ist «2 ^^^ grösste der Exponenten, zu welchen die Elemente 
von ^ in Bezug auf ^j gehören , so ist e^^l und ein Divisor von ^, , 
und die e^te Potenz jedes Elementes von ^ ist ein Element von ^^. Ist 
A ein Element der Gruppe ^ , welches in Bezug auf ^^ zum Exponenten 
«2 gehört, und A^=H^^ so ist 

folglich ist ae^: e^ durch e^ , also a durch e^ theilbar. Setzt man daher 
AHT^'^^H^, so ist H^ = E^ und da A und H^ in Bezug auf ^^ ein- 
ander gleich sind, so gehört H^ in Bezug auf ^^ zu demselben Expo- 
nenten e^ wie A. Die Gleichung Äf * flf • = JK oder /^' = flf*^* kann da- 
her nur dann bestehen, wenn x^ durch e^ theilbar, also flf'=JE, und 
folglich auch JHf ' = JE, also j?i durch e^ theilbar ist. Die Gruppe ^^ der 
Potenzen von H^ ist folglich zur Gruppe ^^ theilerfremd, und mithin ist 
die Ordnung der Gruppe ^^ i§, gleich e^ e^. Da dieselbe ein Divisor von 
^ ist, so ist h durch e^e^ theilbar. Ist A = ei«,, so ist ^ = ^1^2- Ist 
aber h^^e^e^^ und ist e^ der grösste der Exponenten, zu welchen die Ele- 
mente von ^ in Bezug auf ^i^t gehören, so ist ^8>1 und ein Divisor 
von ^2 9 und die 63 te Potenz jedes Elementes von ^ ist ein Element von 
<&i<&2- Gehört B in Bezug auf ^^^^ zum Exponenten e,, und ist 
B'^^H.^H^, so ist 

£fbe^ : e^ _. ße, ff—ae, : e. 

Da die Cjte Potenz jedes Elementes B der Gruppe .1^, angehört, so ist 
daher die be^ie^ie Potenz von Ö2 öin Element von ^1, und folglich ist, 
da Hi in Bezug auf ^1 zum Exponenten e^ gehört, be^ie^ durch e^^ also 
b durch e^ theilbar. Ferner ist 

und folglich ist ae^ : e^ durch e^ , also a durch e^ theilbar. Setzt man da- 
her BHT'' ''H^^ '^ = H,, so ist Hl^=E, und H^ gehört in Bezug auf 
^,.1^2 zum Exponenten e^. Ist .1^3 die Gruppe der Potenzen von ^3, so 

30* 
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sind S^i^t und ^^ theilerfremd, und h ist durch die Ordnung e^e^e^ der 
Gruppe »öl »§2 ^8 theilbar. Ist h^^e^e^e^^ so ist »§ = »§i»§,^8; ist h>^eie^e^^ 
so setzt man das Verfahren fort. Da die Zahlen e^^ e^ . .. e alle grösser 
als 1 sind und h durch ihr Product theilbar ist, so muss das Yerfithren 
nach einer endlichen Anzahl von Schritten abbrechen. Mithin kann ^ in 
die Factoren »§i »§2 . . . »§^ zerlegt werden, wo *§ eine elementare Gruppe 
ist. Es kann also jedes Element von ^ auf die Form Hf^ H^* . . . H^^ 
gebracht werden , wo die Elemente fli , H^ . . . H^ von einander unab- 
hängig sind. Gehört H zum Exponenten « , so ist von den Zahlen 
^1, ^2 . . . e^ jede durch die folgende theilbar*). 

II. Jede Gruppej die nicht elementar istj kann in Factoren zerlegt 
werden, die elementare Gruppen sind, und man kann dieselben so wählen und 
anordnen, dass von ihren Ordnungen Jede durch die folgende theilbar ist 



§. 7. Die Invarianten einer Gruppe. 

Ein System fli, H^^ . . . H^ von Elementen der Gruppe ^, soll eine 

« 

normale Basis dieser Gruppe heissen, wenn es folgende drei Eigen- 
schaften hat: 

1) Jedes Element von ^ kann auf die Form Hf' H^' . . . H^^ ge- 
bracht werden, 

2) die Gleichung H^' H^* . . . H^^ = E kann nur bestehen , wenn 
jeder einzelne Factor der linken Seite für sich gleich E ist, 

3) gehört H zum Exponenten c , so ist e durch e ^^ theilbar, 
und ^^ > 1. 

Ist dann Äf» . . . H^r= H^.. . H^^^ so ist Hf'^^' . ..H^/-y^=^E 
und daher x^=:yx (mod. ^i) . . . J^r^jfr (^^od. e^). Damit also das Element 
Jr=Äf* . . . Ä;f^ die Gleichung X^ = E befnedige, ist noth wendig und 
hinreichend, dass kx =0 (mod. e) sei (^ = 1, 2, . . . r). Die Anzahl der 



*) Die obige Dedaction bildet den Hauptinhalt der in der Einleitung citirten 
Abhandlung des Herrn Schering und ist von Herrn Kronecker 1. c. reproducirt worden. 
Eine andere Ableitung der obigen Resultate findet man in §. 10. 
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(mod. O incongruenten Lösungen der Congrnenz kx =0 (mod. O ist 
gleich dem grössten gemeinsamen Divisor s von k und e . Die AnzaM 

der verschiedenen Elemente von ^^ welche der Gleichung X^ = E ge- 
nügen, ist folglich gleich 

(1.) 1*, ,^1 =: $1 S^... 8^. 

Ist k gleich e^ oder ein Divisor von e^^ so ist * =Ä und daher 
|Ar, «1^1 = Ar^ Da die Gruppe ^ eine Basis von r Elementen besitzt, so ist 
wenn mit q der Rang von ^ bezeichnet wird, q^r. Ist femer p der 
Rang der Gruppe jt, welche von den Elementen von ^ gebildet wird, die 
der Gleichung X^ = E genügen, so ist nach Satz ü, §.5 p^q'^r. Die 
Ordnung |ä, *§| dieser Gruppe ist nach Satz P, §.2 ein Divisor von ä^. 
Ist nun Ä = «y., so ist |ä, ^| = Ä'', demnach k^ ein Divisor von A^, und da- 
her r </i. Mithin ist /; = y = r*). — Ist k kein Divisor von «^, so ist 
s^^k und Sg^k(Q= 1,2... r— 1) und daher |ä, »§ | -^ Ä^ Daraus folgt: 

I. Der Rang r einer Gruppe ist dadurch hestimmtj dass es Zahlen 
Ar > 1 giebtj für welche \k^^\ = }i^ ist, und keine Zaid k, für welche 

Daraus ergiebt sich die Folgerung (Gauss, D. A., 84): 

I'. Damit eine Gruppe elementar sei, ist noihwendig und hinreichend, 
dass die Gleichung X = E für kernen Werih von k mehr als k Wurzeln in 
der Gruppe habe. 

Ist A = a" eine Potenz einer Primzahl a, so ist auch e^ eine Potenz 
von a, also durch a theilbar. 

P. Der Rang r einer primären Gruppe, deren Ordnung eine Potenz 
der Primzahl a ist, wird durch die Gleichung \a^^\=^ a bestimmt 

Nach Satz I ist die Zahl r von der Wahl der normalen Basis un- 
abhängig. Dasselbe gilt von der Zahl e/^ denn sie ist die grösste Zahl A:, 
für welche \k^^\=k^ ist, und nur wenn k ein Divisor von e^ ist, kann 
diese Gleichung' stattfinden. 

Ist Ä: durch e^ theilbar und ein Divisor von e^_j, so ist s^ = e^^ 



*) Dass r der Rang von ^ ist, giebt Herr Kronecker (Berl. Mon. Ber. 1877, 
S. 847) ohne nähere Begründang an. 
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s =k (^= 1, 2, . . . r— 1) und daher |Ar, »§| = e^ft^""\ Ist k nicht durch e^ 
theilbar, so ist s^<e^j *« ^ * ^^^ folglich Ik^^l^e^J/'"^. Ist k kein 
Divisor von e^_^^ so ist s^^e^^ ^r-i^^^ *^^* (e= 1, 2 . . . r— 2) und 
daher \k^JQ\<e^k^''\ Daher ist e^__i die grösste Zahl Ar, für welche 
\k,j^\ = e^k^~'^ ist, und nur wenn k ein Divisor von e^_^ und durch e^ 
theilbar ist, kann diese Gleichung stattfinden. 

Allgemein ergiebt sich, nachdem e^^ e^_^. . . e ^ unabhängig von 
der Wahl der normalen Basis definirt sind, e durch die folgende Regel: 
e ist die grösste Zahl Ä, fiir welche 

(2.) \k,^\=- e^ Cr.i . . . <?^4.i i^ 

ist, und nur wenn k ein Divisor von e und durch e ^ theilbar ist, kann 
diese Gleichung stattfinden. Daher kann man e auch als die grösste 
durch e ^^ theilbare Zahl k definiren, welche der Gleichung (2.) genügt. 

Die Zahlen ^i, e^ . . . c^, deren Product gleich h ist, sind folglich 
von der Wahl der normalen Basis unabhängig; sie werden die Elemeniar- 
theüer der Ordnung h oder die Invarianten der Gruppe ^*) genannt, und 
zwar e die ^te Invariante. Es ist zweckmässig, falls ^ > rist, e =\ zu setzen. 

Wir haben oben zuerst ^^, dann e^_^ u. s. w., zuletzt ei unabhängig 
von der Wahl der normalen Basis definirt. Man kann diese Zahlen aber 
auch in der umgekehrten Reihenfolge charakterisiren : Cj ist die kleinste 
Zahl Ä, fiir welche (Ar, ^) = 1 ist, und nur wenn k ein Vielfaches von e^ 
ist, kann diese Gleichung bestehen, e^ ist die kleinste Zahl ä, fiir welche 

(Ä,»!^) = -^ ist, und nur wenn k ein Vielfaches von e^ und ein Divisor 
von Ci ist, kann diese Gleichung bestehen. Allgemein ist e ^^ die kleinste 
Zahl Ä, fiir welche 



*) Was wir eine elementare Gruppe nennen, bezeichnet Gauss als eine reguläre 
Gruppe, und er nennt die Zahl e^e^ , . , ej.-= — den Irregularitätsexponenten. Da indessen 



«1 



nicht nur die Ordnung h und ihr erster Elementartheiler e^y sondern auch alle übrigen 
Elementartheiler Invarianten sind, so schien es uns passend, von diesem Namen abzugehen. 
Das Problem, den Irregularitätsexponenten einer Determinante D zu bestimmen, über 
welches Gauss (D. A. 306) einige Andeutungen giebt, wäre demnach genauer dahtn zu 
präcisiren, die Klassenanzahl der Formen von der Determinante D in ihre Elementartheiler 
zu zerlegen. Vgl. Stephen Smith, Report of the 32, meeting of the Brü. Ass, for 
the adv, of science 1862. p. 52-1. 
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(3.) (A, ^) = ' ^ 

Ar 

ist, und nur wenn k ein Vielfaches von e^y^ nnd ein Divisor von e ist, 
kann diese Gleichung stattfinden ; e ^^ ist also der kleinste Divisor von e , 
welcher der Gleichung (3.) genügt. 

Ist Ä die Gruppe der k ten Potenzen in ^ und r^^ der Rang von Jf , 
also ri = r^ so kann man den Beweis für die Invarianz der Zahlen e , 
anstatt auf die Betrachtung der Ordnung (&,<!&) der Gruppe ^, auch auf 
die Betrachtung ihres Ranges r^^ stutzen. Ist q das kleinste gemeinschaft- 
liche Vielfache von k und e , so gehört £1* zum Exponenten q : k. Ist k 
durch «^^1, aber nicht durch e^ theilbar, so stellt der Ausdruck 

«^ <• . . . £f;^y = (£ff ^ (^r* . . . (ö'^ 

alle Elemente von R dar, und folglich bilden flj^, fl^, . . . fl* eine Basis 
von Ä, und zwar eine normale, weil sie von einander unabhängig sind, 
q^ : k durch y^^^ : Ä theilbar und y^ : Ä > 1 ist. Nach der obigen Entwick- 
lung ist daher s der Rang von R. 

IL Ist e die gte Invariante einer Gruppe JQj und ist k durch e^^^, 

aber nicht durch e^ theilbar j so ist s der Rang der Gruppe der kten Po- 
tenzen in ^. 

II'. Ist der Rang der Gruppe der kten Potenzen in einer Gruppe ^ 
kleiner als qj so ist k durch die gte Invariante der Gruppe theilbar. 

Ist e^ > e^^, = ej^^, = . . . = C;^^^ > e^^^^, , so ist daher, faUs k = e^_^, 
ist, rj5.= A, falls aber Ä < e^^^^ ist, r^, ^A-hf*, und falls k = ej^^ ^ ist, 
r^ = A -t- f*. Daraus folgt : 

III. Ist e die qte Invariante einer Gruppe ^ und r^ der Rang der 
Gruppe der kten Potenzen in ^j so sindj falls r^ um (a kleiner ist als die 
kleinste der Zahlen ri, r, . . . ^^-i^ genau (a der Zahlen e gleich e; ist aber 
r^ nicht kleiner als jede der Zahlen r^ , rg . . . r^^^ so ist keine der Zahlen 
e gleich e. 

Mithin sind die Zahlen e von der Wahl der normalen Basis un- 
abhängig. 

Ist k=e j so ist nach Satz II der Rang von St kleiner als q. Ist 
nun ^' irgend ein Divisor von ^, und ist Ä' die Gruppe der Äten Po- 
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tenzen in ^\ so ist auch Si' ein Divisor von Si. Mithin ist nach Satz II, 
§.5 der Rang von Jt' nicht grösser als der Rang von Jl, also eben&lls 
kleiner als q. Nach Satz II* ist folglich k dnrch die qtid Invariante e^ 
von ^' tbeilbar. 

IV. Die gte Imariante eines Divisars einer Gruppe gehtin der qten 
Lwariante der Gruppe auf. 

Sind umgekehrt e'i^ e^^ ... e\^l irgend s Zahlen, von denen e^ 

in Bc-i und in Bc aufgeht, so bilden HI^' \ til* % Ä^* * eine nor- 

male Basis eines Divisors von ^, dessen crte Invariante e'c ist 

Anmerkung. Ist ^ die Gruppe derjenigen Elemente von ^, 
welche der Gleichung X^ = E genügen, so ist die erste Invariante von 9 
gleich 2 (ausser für 9 = @)i ^nd folglich sind auch alle übrigen gleich 2. 
Ist s der Rang dieser Gruppe , und bilden Fi^F^... F^ eine normale 
Basis derselben, so stellt der Ausdruck JPf ' /^' . . . Ff* alle Elemente von 
$ und jedes nur einmal dar, wenn man jeder der Yariabeln x^ unab- 
hängig von den andern die Werthe und 1 beilegt. Das Product aller 
Elemente von 5 is* daher gleich {t\ F^ . . . F^ 2*~\ also gleich £", wenn 
*>1 ist, und gleich Fi, wenn *=1 ist Ist ^ ein Element von »§, 
welches nicht der Gleichung JT* = jE genügt, so genügt auch JL"^ derselben 
nicht und ist von A verschieden; das Product dieser beiden Elemente ist 
gleich E. Daraus ergiebt sich leicht der (Wü&onsche) Satz: 

Das Product aller Elemente einer Gruppe ist gleich Ej ausser wenn 
es in dieser Gruppe nur ein einziges von E verschiedenes Element F giebt, 
das der Gleichung X^ = E genügt; in diesem Falle ist jenes Product gleich F. 

§. 8. Zerlegung einer Gruppe in irredactible Factoren. 

Eine Gruppe, deren Ordnung durch mehr als eine Primzahl theil- 
bar ist, kann nach §.4 in mehrere primäre Gruppen, und eine Gruppe, 
deren Rang r > 1 ist, nach §. 6 in r elementare Gruppen zerlegt werden. 
Damit also eine Gruppe unzerlegbar sei, ist nothwendig, dass ihre Ord- 
nung eine Potenz einer Primzahl, /?^, und ihr Rang gleich 1 ist. Diese 
Bedingungen sind aber auch hinreichend, es kann sogar eine Gruppe .1^, 
welche sie erfüllt, nicht einmal als Product von zwei Factoren 21 und 93 
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dargestellt werden, ohne dass einer derselben gleich der ganzen Gruppe 
ist Denn da ^ = 9(93 durch ^ und 93 theilbar ist, so müssen nach 
Satz II, §. 2 die Ordnungen von ^ und S6 Potenzen von p , etwa p" und 
pß sein, wo a und ß nicht grösser als n sind. Jedes Element H der 
Gruppe Jq ist das Product aus einem Elemente A von 31 und einem Ele- 
mente B von 93. Da nun nach Satz I, §. 4 A^ =E und B^ = JE ist, 
so ist auch, falls a^ß ist, IP''=E. In der elementaren Gruppe ^ giebt 
es aber primitive Elemente, die zum Exponenten p"^ gehören; wählt man 
für H ein solches, so erkennt man, dass a nicht kleiner als n sein kann. 
Mithin muss a,= n und folglich 31 == <@ sein. Demzufolge kann man die 
Definition, welche wir in §.1 von einer unzerlegbaren Gruppe gegeben 
haben, auch durch die folgende ersetzen: 

Eine Gruppe heisst unzerlegbar oder irreductibel, wenn sie nicht gleich 
dem Producte zweier Facioren sein kann^ ohne dass einer derselben gleich der 
ganzen Gruppe ist 

I. Damit eine Gruppe unzerlegbar sei ist nothwendig und hinreichend, 
dass sie primär und elementar ist. 

Eine Gruppe »§, die nicht unzerlegbar ist, kann nach §. 1 in lauter 

irreductible Factoren 

(1.) ^ = «1 a, . . . »j 33, . . . 6i 6, . . . 
zerlegt werden. Die Ordnungen derselben seien 

(2.) a'^sfl«»...*^«,*''« ...cy^.cy* .... 

wo a, 6, c . . . verschiedene Primzahlen bedeuten. Sind A , B . C . . . 
primitive Elemente der elementaren Gruppen 9lo , 93 , S . . . , so heissen 
sie auch primitive Elemente der Gruppe »§, und die von ihnen gebildete 
Basis 

heisst eine reducirte Basis der Gruppe ^. Setzt man nun 

(4.) «1 a, . . . = a, S3i 33, . . . = 33, 6, e, . . . = e . . . , 

(5.) «1 -f- «j H = a, A ■+- A -* = /J? ri-^Yt-^ = r • • • ^ 

so sind cl^^lP^^i? . , . die Ordnungen der primären Gruppen 91, 93, 6 . . . 

und h^a'' iP f? . . . die Ordnung ihres Productes ^ = 91936 Wie also 

auch die Zerlegung (1.) ausgefiihrt sein möge, so müssen doch nach §.4 
4ie Gruppen 9t, 93, 6 . . . stets die nämlichen sein. 

Joanua fUr MAtbematik Bd. LXXZVI. Heft 3. Bl 
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Ist die Anzahl der irredactiblen Factoren 9(i , 9(, . . . von 91 gleich r, 
und denkt man sich dieselben so geordnet, dass die Zahlen aija^...a^ 
eine abnehmende Reihe bilden , so bilden A^^ A^ . . . A^ eine normale 
Basis von % da 9(i, Sl^ . . . 9(^ theilerfremd sind, der Exponent a'e, zn 
welchem A gehört, durch a*e+> theilbar nnd o*^ > 1 ist Der Rang r 
der Gruppe 91 und ihre ^te Invariante a^e sind daher nach §.7 unabhängig 
von der Art, wie 9( in die irreductiblen Factoren 9(i , 91s . . . 9J^ zerlegt 
worden ist. Nennt man also die Zahlen (2.) die einfachen IUementartheäer 
der Ordnung 

h = a""^ a"^ . . . bf^ bl^ . . . cY^ cY^ . . . 

oder die prifnären Invarianten der Gruppe <l^, so kann man den Satz aus- 
sprechen : 

II. Wie auch immer eine Gruppe in irreductible Factoren zerlegt toird, 
die Ordnungen dieser Factoren und ihre Anzahl haben stets dieselben Werthe. 

Wenn ^ in zwei Factoren 9® zerlegt ist, so kann man, um S^ in 
irreductible Factoren zu zerlegen, $ und ® für sich zerlegen. Daraus folgt: 

III. Die primären Invarianten einer zerlegbaren Gruppe sind die ihrer 
einzelnen Factoren zusammengenommen. 

Ist .1^ in 9® zerlegbar, und ist ® eine elementare Gruppe der Ord- 
nung g = pq . . . 'i wo p^q . . . Potenzen verschiedener Primzahlen sind, so 
kann man ® stets und nur auf eine Weise in primäre Gruppen der Ord- 
nungen p^ q . . . zerlegen. Dieselben sind nach Satz 11 ^ §.5 elementar 
und folglich nach Satz I irreductibel. Daher sind p^ q . . . primäre In- 
varianten von ^. Eine 2ahl g heisst (im weiteren Shine) eine Invariante 
der Gruppe »§, wenn die Potenzen verschiedener Primzahlen, deren Pro- 
duct diese Zahl ist, sämmtlich primäre Invarianten von ^ sind. Mithin 
ergiebt sich der Satz: 

IV. Wird eine Gruppe irgendwie in zwei Factoren zerlegt, deren einer 
eine elementare Gruppe ist, so ist die Ordnung dieses Factors eine Invariante 
der Gruppe. 

Mehrere Zahlen ^i 9 ^2 • • • ^n bilden ein vollständiges System von 
Invarianten der Gruppe «§ (oder ein vollständiges System zusammengesetzter 
Elementartheiler von Ä), wenn die Potenzen verschiedener Primzahlen, 
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deren Prodncte diese Zahlen sind, die sämmüiehen primären Invarianten 
von «1^ sind. Demnach gilt femer der Satz: 

V. Wird eine Gruppe irgendwie in lauter elementare Factoren zer- 
legt, 80 bilden ihre Ordnungen ein vollständiges System von Invarianten der 
Gruppe. 

Ist ^ = a^9 t^^ i?^ • . • irgend eine Invariante von ^ , und ist 
31 93^6y . . . = ®, und das Product der übrigen irreductibehi Factoren (1.) 
von ^ gleich $, so ist «g in $@ zerlegbar und nach Satz III % §.5 ist ® 
eine elementare Gruppe der Ordnung g. 

VI. Eine Gruppe, von der g eine Invariante ist, kann in zwei Fac- 
toren zerlegt werden, deren einer eine elementare Gruppe der Ordnung g ist. 

VII. Bilden gu g% ' > - gn irgend ein vollständiges System von Invari- 
anten einer Gruppe, so kann dieselbe in n elementare Factoren der Ordnungen 
9i> 9% ' - * 9n z^i^gt werden. 

Nennt man im weiteren Sinne eine Basis Gi^ G^ . . . G^ von ^ 
reducirt, wenn ihre Elemente von einander unabhängig sind, so bilden also 
die Ordnungen gu g^ - - > gn ^^r Elemente jeder reducirten Basis ein voll- 
ständiges System von Invarianten der Gruppe, und umgekehrt entspricht 
jedem vollständigen System von Invarianten gi^ g^ > > > gn ®i^^ reducirte 
Basis Gi^ Gi . . . G^. 

Da man ^ in die elementaren Gruppen t&i , »02 • • • »& des §. 6 zer- 
legen kann, so bilden e^^ e^ . . . e^ ein vollständiges System von Invari- 
anten der Gruppe ^. Zum Unterschiede von andern Systemen mag das- 
selbe das System der normalen Invarianten genannt werden. 

Vni. Zerlegt man die Elementartheüer der Ordnung einer Gruppe in 
Potenzen verschiedener Primzahlen, so erhält man die sämmüiehen primären 
Invarianten der Gruppe. 

Aus einem vollständigen System von Invarianten git gt - • - gn be- 
rechnet man die normalen Invarianten e^^ e^ . . . e^ folgendermassen : Man 
zerlege zunächst jede der Zahlen g^ in Potenzen verschiedener Prim- 
zahlen (2.), die so erhaltenen einfachen Elementartheüer von h ordne man 
so, dass die Zahlen a^^a^. . . eine abnehmende Reihe bilden (zu der man 
auch noch einige Nullen hinzufugen kann) , ebenso die Zahlen /^i , /?,... ; 

31* 
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ri^r% Daraus, dass e durch e ^ theilbar sein muss, ergiebt sich dann 

leicht, dass 

e^ = a«? bh cyQ . . . 

ist. — Ohne die Zahlen g^ in Primfactoren zu zerlegen, kann man ans 
ihnen die Zahlen e auch folgendermassen berechnen (vgl. Frobenius, dieses 
Journal Bd. 86, S. 163): Ist d^ der grösste gemeinsame Divisor der Zahlen 
ffii ffi ' • * ffn^ ist dn-1 der grösste gemeinsame Divisor der Producte von je 
zweien derselben, allgemein d^^^^^^ der grösste gemeinsame Divisor der 
Producte von je ;i derselben, und dy^^g^g^ . . . g^^hi Dann sind nicht 

nqr die Quotienten —, — = e^ (d^ = ej , sondern auch die Quotienten 

ganze Zahlen, und die Zahlen ^i , «2 • • • ^« sind, so weit sie grösser 

als 1 sind, die normalen Invarianten der Gruppe ^. Ist also der grösste 
gemeinsame Divisor von gi^ g^ - - - gn grösser als 1, so ist r = it; ist er 
aber gleich 1, so ist r < n. 

Dass die Ordnungen (2.) der irreductibeln Factoren, in welche die 
Gruppe ^ zerlegt werden kann, Invarianten sind, kann man unabhängig 
von den Entwicklungen des §.7 auch folgendermassen erkennen. Bilden 
6ri, 6rj . . . 6r^ irgend eine reducirte Basis von ^ (z. B. die Basis (3.)), 
und gehört G zum Exponenten jr , so ergiebt sich wie in §.7, dass die 
Anzahl der Wurzeln der Gleichung X =E in der Gruppe Jq 

ist, wo s^ den grössten gemeinsamen Divisor von k und g^ bezeichnet. 
Ist a eine Primzahl, g^ genau durch a"*' theilbar, und ist a;i=a, ^u^^^ 
so ist, falls k — a'^ gesetzt wird, Sx = a^ und s =a"f^j und falls k=a'~'^ 
genommen wird, s^^a"'^ und s =a"f*. Setzt man also 



(6.) I^%-^I ^a^(«) 

so giebt die Function ip («) an, wie viele der Zahlen ffu g^ > > * ffn durch 
fl*" theilbar sind, und die DiflFerenz tp(a) — ^(a-hl) giebt an, wie viele 
jener Zahlen genau durch a^ theilbar sind. Daraus folgt aber leicht, dass 
die Potenzen verschiedener Primzahlen (2.), deren Producte die Zahlen 
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gi'igt • • • 9n si^^> ^^ ^^^ ^®^ Constitution der Gruppe *§ und nicht von 
der Wahl der reducirten Basis G^^ G^ . . . G^ abhängen. 

IX. Ist a eine Primzahl und |a^»&|=/*(«), so sind in Jedem voll' 
ständigen Invariantensystem von ^ 

log/^C«)- log /•(«-!) 
loga 

Zahlen durch a theübar, und die Anzahl der primären Invarianten, welche 

gleich a" sind, ist 

2 log /•(«) — log r (« H -l)-log/'(a — 1) 

loga 

Nebenbei ergiebt sich die Folgerung, dass die DiSerenz tp(a)—xfß{a-^\) 
niemals negativ ist: 

X. Ist a eine Primzahl^ tmd setzt jnan («^ »&)=/*(«), so ist nicht 

nur ^J .. = q(jx). sondern auch f ^ ^. eine ganze Zahl. 
f(a^ 1) ^^ ^^ Sr(aH-l) ^ 

Die Function iff (a) kann auch als die Anzahl derjenigen Wurzeln 
der Gleichung X^ = E erklärt werden, welche a*"^te Potenzen in der 
Gruppe «1^ sind, oder als die Anzahl der verschiedenen Elemente, welche 
man erhält, indem man alle Wurzeln der Gleichung X^^ = jE in der Gruppe 
lg auf die «''"'te Potenz erhebt. 

Wir knüpfen hieran noch die beiden folgenden leicht zu beweisen- 
den Sätze: 

XI. Die Anzahl der Elemente einer Gruppe ^^ welche zum Expo- 
nenten k = a!' b^ (? . . , gehören, ist gleich 



k,^\-2 



* es 



ab 



,^ 



— 2 



abc 



,* 



= 27 l|a«,^| - |««-',^|I = |Ä,^|/7(l - a-V-W). 

Xn. Ist k=-vl' Ir ^ . . ., so ist die Anzahl der primitioen Wurzeln 
der Gleichung X =E gleich 

YY J«".^l|a",<e|-|a''-^S^I|o''-S<^| ^ i^^i ^(i_„^(«+i)-^(<.)). 
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§. 9. Primitive Elemente einer Grappe. 

Indem wir zur Charakterisining der Elemente einer Grappe aber- 
gehen, welche geeignet sind, eine redacirte Basis derselben za bilden, be- 
schränken wir ans zanächst aaf die Betrachtang einer primären Grappe 31. 
Ist ihre Ordnang eine Potenz der Primzahl a, so ist nach Satz IP, §.2 
aach die Ordnang jedes Elementes von 31 eine Potenz von a. Ist a^t die 
grösste dieser Ordnangen, so lege man der Zahl a der Reihe nach die 
Werthe von a^ bis 1 bei and antersnche for jeden derselben, ob die 

Gleichang 

(1.) X^" = E 

primitive Warzeln, hat oder nicht (§.3,3). Im ersteren Falle ermittle man 
irgend ein vollständiges System anabhängiger primitiver Warzeln derselben. 
Die Gesammtheit der so erhaltenen Elemente A^^ A2 . . . A^ nennen wir 
ein vollständiges System primitiver Elemente von 21. Ordnet man dieselben 
so, dass ihre Ordnangen a"\ a^^ . . . a^ eine abnehmende Reihe bilden, 
and ist etwa 

SO bilden demnach A^^ A^^ . . . A^ ein vollständiges System anabhängiger 
primitiver Warzeln der Gleichung (1.) für a = a^; ^{+n • • • ^.^ ein solches 
für a = a^; JL^^i , . . . JLj for « = «^ a. s. w. , and wenn a keiner der 
Zahlen (2.) gleich ist, so hat die Gleichang (1.) keine primitive Warzel. 
Wir behaupten nun, dass die Gleichang 

(3.) A^Ai'...A^=ü'^ 

nicht durch ein Element ü der Grappe 21 befriedigt werden kann, ohne 
dass die Exponenten der von E verschiedenen Factoren der linken Seite 
sämmtlich durch a" theilbar sind. Denn sei, nach Unterdrückung der dem 
Hauptelemente E gleichen Factoren, a^ die höchste in allen Exponenten u^ 
aufgehende Potenz von a, sei X die kleinste Zahl, für welche Uj^,^^ genau 
durch a^ theilbar ist (so dass also tii , . . . ti^^ die Primzahl a mindestens 
in der (/J+l)ten Potenz enthalten), und sei «^^^ = ...= « >a . Da 
'^l^T ^^^ ^ verschieden vorausgesetzt ist, so ist u^_^^ nicht durch a"^+^ 
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theilbar, also a^^^ (= a^) > ß. Erhebt man dann die Gleichung (3.) auf 
die Potenz aV"'""\ so erhält man eine Gleichung von der Form 

In derselben sind die Exponenten v der von E verschiedenen Factoren 
der linken Sdte alle durch a>"^ theilbar, und folglich sind ^V+\ . . . Al^ 
gleich E. Femer enthalten t?i, . . . Vj^ die Primzahl a in der « ten Potenz, 
Vi = — aV Wi, . . . v^=^ — a V wi. Endlich sind v^^^ j > > ^ v durch aV~* 
theilbar und Vj^^^ durch keine höhere Potenz von * a. Wäre nun /J < a 
und setzte man 



SO wäre 






und A^^^ von iE verschieden. Folglich wären die primitiven Wurzeln 



Aj^^^, . . . A der Gleichung X^ =E nicht von einander unabhängig. 
Mithin muss a^ß sein. 

Da die «ite Potenz jedes Elementes von 91 gleich E ist, so ergiebt 
sich aus dem erhaltenen Resultate für a = ai die Folgerung, dass die 
Gleichung 

nur bestehen kann, wenn jeder Factor der linken Seite für sich gleich E ist. 
Die Gruppe 35, deren Basis die unabhängigen Elemente A^^A^.-.A^ 
bilden, ist ein Divisor von 2t. In Bezug auf 35 gehört jedes Element 
von 21 zu einem gewissen Exponenten, der eine Potenz von a ist. Wenn 
a" der grösste dieser Exponenten ist, so ist die a"te Potenz jedes Ele- 
mentes von 21 in 2) enthalten. Gehört das Element U von 21 in Bezug 
auf 2) zum Exponenten o*', und ist U^^ = n (^o^), so sind, nach Unter- 
dr&ckung der dem Hauptelemente gleichen Factoren des Productes, die 
Exponenten u alle durch a" theilbar, u = — d^ v . Setzt man daher 
Uli (^^e) = F, so ist r" = JE, und V gehört ebenso wie V in Bezug 
auf 2) zum Exponenten a" (Vgl. §.6). Wäre nun a>0, so wäre V^ 
för O^r^a" nicht in 35 enthalten, also, weil jede a"te Potenz der 
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Gruppe 3) angehört, keine a^te Potenz. Mithin wäre V eine primitive 
Wurzel der Gleichung (1.), also « gleich einer der Zahlen (2.). Sei 
a = a^^j = ... = « und «j^ > « > a . Ist dann W irgend ein Element 

vori 91, so sind ^jt+n • • • ^^i* ^°^ '^^ ^^ ® enthalten, und folglich kann, 
da V in Bezug auf 3) zum Exponenten a" gehört, die Gleichung V^ = 

AI^\..A^ W^^ nur bestehen, wenn v durch a" theilbar ist. Mithin 
wäre V eine von Aj^^^ ,... A unabhängige primitive Wurzel der Glei- 
chung (1.). Da aber .nach der Annahme ^jt+n • • • ^i* ®^^ vollständiges 
System primitiver Wurzeln derselben bilden, so muss « = sein, also jedes 
Element von 91 der Gruppe 2) angehören und folglich 2) = 91 sein. Daher 
bilden die Elemente A^ A^. . . A^ eine Basis von A , und weil sie von 
einander unabhängig sind, eine reducirte Basis. Da die Zahlen (2.) fiir 
jede reducirte Basis die nämlichen Werthe haben, so besteht jedes voll- 
ständige System unabhängiger primitiver Wurzeln aus gleich vielen Ele- 
menten. 

Seien jetzt umgekehrt Ai^ A^ . . . A^ die Elemente irgend einer 
reducirten Basis der primären Gruppe 91, so geordnet, dass ihre Ordnungen 
a**' , a"» . . . a"'' eine abnehmende Reihe bilden. Damit dann X=Af'Af*. . . A^^ 
der Gleichung (1.) genüge, ist nothwendig und hinreichend, dass, falls 
^i^^ = ^x+i ist, Xi durch a"'"", - - - ^i durch a"^"" theilbar ist. Ist zu- 
nächst a keiner der Zahlen (2.) gleich, ist also a^^^ a:> a^_^_^^ so ist, 
wenn man 

(4.) A,''A^''...A^'':=U 



setzt, X^"' = U^", und mithin hat die Gleichung (1.) keine primitive 
Wurzel. Ist dagegen « = a^^^^ = . . . = « und «j^ > « > « , so bilden 
A^_^_^^ ' * ' A ein vollständiges System unabhängiger primitiver Wurzeln 

der Gleichung (1.). Denn ist aI^\ . . ^^^ = U""" und U^A"",' . . . aI% 

so ist rr«" = ^^«" . . . Al^""", also Ar"^^"" . . . ^7*^^^" ^^J^t' • • • ^J" = ^. 
Daher müssen wegen der Unabhängigkeit der Elemente einer reducirten 

Basis aI^^^ . . \ A^ einzeln gleich E sein. Ist endlich Jr= A^' . . . A^^ 
irgend eine Wurzel der Gleichung (1.), so ist unter Anwendung der Be- 
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Zeichnung (4.) JT^""' .4^^ "^''^+^ . . J "''""'V = ir\ und folgUch ist X von 
Aj^^^ j . . . A nicht unabhängig. — Man erhält also jede reducirte Basis 
einer primären Gruppe 2t, indem man auf jede mögliche Art ein vollstän- 
diges System primitiver Elemente ermittelt. 

Eine Gruppe ^ der Ordnung n^ f^ wo f nicht durch die Prim- 
zahl a theilbar ist, kann, und zwar nur auf eine Weise, in zwei Gruppen 
91 und g der Ordnungen a" und f zerlegt werden. Eine primitive Wurzel 
oder ein vollständiges System unabhängiger primitiver Wurzeln der Glei- 
chung (1.) in der Gruppe 91 ist es auch in der Gruppe i§. Demnach er- 
geben sich aus den obigen Entwicklungen zusammen mit den Erörterungen 
des §.3,3 die folgenden Sätze, in denen a eine Primzahl bedeutet: 

I. Jedes vollständige System unabhängiger primitiver Wurzeln der 

Gleichung -X = jE in einer Gruppe besteht aus gleich vielen Elementen, 

II. Ist k keine Invariante der Gruppe ^j so hat die Gleichung X =E 
in derselben keine primitive Wurzel 

in. Wenn in einem vollständigen Invariantensystem einer Gruppe x 
hwariarUen gleich k und in keinem solchen Systeme mehr als x gleich k sind, 
so hat die Gleichung X = E genau x unabhängige primitive Wurzeln in 
der Gruppe. 

IV. Die zum Exponenten k gehörenden Elemente einer reducirten 
Basis einer Gruppe sind unabhängige primitive Wurzeln der Gleichung X =E 
in der Gruppe. 

V. Eine Gruppe, in welcher die Gleichung X =E eine oder mehrere 
unabhängige primitive Wurzeln hat, kann in zwei zerlegt werden, ßlr deren 
eine jene Wurzeln eine reducirte Basis bilden. 

VI. Die Anzahl der unabhängigen primitiven Wurzeln der Gleichung 
JT" ^E ist gleich der Anzahl ihrer primären Invarianten, welche gleich 

a" sind. 

Vn. Die zum Exponenten a" gehörenden Elemente einer reducirten 
Basis einer primären Gruppe bilden ein vollständiges System unabhängiger 

primitiver Wurzeln der Gleichung X^ = E in der Gruppe. 

Vni. Sind «,=:«, = •••=«!>► «i^j = . . . = «j^ > a^^i = . • . «^ >. a^^i • • • 
die Exponenten der Invarianten a^S ... a^ einer primären Gruppe, und sind 

Joamal flir Mathematik Bd. LXXXVI. Heft 3. 32 
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Au -42> . . . A^ irgend g unabhängige primitive Wurzeln der Gleichung 

X^ = Ej A^^j " ' ^m if'ff^^ ^ — ? solche Wurzeln der Gleichung X^ = jEr 
u. s. w.j so bilden A^ A^j ... A^ eine normale Basis der Gruppe. 



§. 10. Die ZQgebörigen bilinearen Formen einer Gmppe. 

Bilden die Elemente Ai, A^ . . . An eine Basis der Gruppe «l^, sind 
^dß C^^?/' = 1) 2 • • • ^) irgend n' ganze Zahlen, deren Determinante gleich 
± 1 ist, und ist q^^ der Goefficient von s^^ in der Determinante ±|*jj,|= 1, 
so ist jedes der beiden Systeme von n Gleichungen 

eine Folge des andern , und daher bilden B^^ B^ . . . Bn ebeniays eine 
Basis von ^. 
Sind 

mehrere Lösungen der Gleichung 

so genügen ihr auch alle Zahlen, welche durch die linearen Formen 

(3.) v,=^2a^x^, v^ = 2 a^x„. . . v^ = 2 a^x^ 

dargestellt werden, indem x^^ x^ . . . x^ unabhängig von einander alle po- 
sitiven und negativen ganzen Zahlen durchlaufen; und man kann auf un- 
zählig viele Weisen die Zahlen a^. so wählen, dass die linearen Formen (3.) 
alle Lösungen der Gleichung (2.) darstellen (eine specieUe Weise, wo a^^ 
iur « = /? von Null verschieden und für «</? gleich Null ist, haben wir 
in §. 5 auseinandergesetzt). Alsdann sagen wir, die n linearen Formen (3.) 
gehören zur Basis A^^ A^ . . . A^. 

I. n lineare Formen, welche zu einer Basis von n Elementen gehören, 
sind von einander unabhängig. 

Denn eine Gleichung Äi ri -«- Ägt^g +•••-«- Ä^ t?„ = mit constanten 
Coefficienten kann nicht bestehen, wenn dieselben nicht sämmtlich ver- 
schwinden. Gehört nämlich A^ zum Exponenten /., so genügt man der 
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Gleichung (2.), indem man '^ß^h und, falls d von ß verschieden ist, r^=0 
setzt. Mithin muss ä- Z- = , und weil L von NuU verschieden ist, ä^ = 
sein. Aus der Unabhängigkeit der linearen Formen (3.) folgt, dass m^n 
ist, und dass die Determinanten nten Grades, die sich aus den Goefficienten 
der Formen bilden lassen, nicht sämmtlich verschwinden. 

Sind p^^ (y^a = 1, 2 ... m) irgend m* ganze Zahlen, deren Deter- 
minante gleich ±1 ist, und ist r der Coefficient von p in der Deter- 
minante ± \pya\ = 1 » so ist jedes der beiden Systeme von je m Gleichungen 

eine Folge des andern. Wenn daher die linearen Formen (3.) durch die 
Substitutionen (4.) in 

übergehen, so kann jedes Werthsystem, welches durch das eine der bei- 
den Systeme von linearen Formen (3.) und (5.) dargestellt wird, auch 
durch das andere dargestellt werden. Es lässt sich zeigen, dass auch um- 
gekehrt zwei Systeme von linearen Formen, welche genau die nämlichen 
Werthsysteme darstellen, stets durch unimodulare Substitutionen in einan- 
der transformirt werden können*). Nennt man daher alle Formensysteme, 
in welche ein gegebenes System durch unimodulare Substitutionen trans- 
formirt werden kann, eine Klasse äquivalenter Formensysteme ^ so ergiebt 
sich der Satz: 

IL Die Systeme von n linearen Formen, welche zu einer Basis von n 
Elementen gehören, sind die sämmüichen Individuen einer Klasse äquivalenter 
Formensysteme. 

Bilden A^, A2 . . . A^ irgend eine Basis der Gruppe J&, und sind 

(3.) irgend n lineare Formen, welche zu dieser Basis gehören, so heisst 

die bilineare Form 

A = 2a^ßX^yp 

der m Variabein x^^ x^ . . . x^ und der n Variabehi i^i, ^2 • • • y» ^i^® zur 



*) Dabei muss man beide Systeme als von gleich vielen Variabein abhängig an- 
« sehen, also wenn das eine in VtTirklichkeit deren weniger enthält, sich vorstellen, dass die 
Coefficienten der fehlenden Variabeln gleich Null sind. 

32* 
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Gruppe i§ gehörende (ihr zugehörige oder adjungirte) bilineare Form. Die 

Ableitungen einer solchen Form 

..^ hA hA hA 

(6.) .. = ^, .. = _....„ = _ 

bilden ein System von linearen Formen, das zu einer gewissen aus n Ele- 
menten bestehenden Basis der Gruppe ^ gehört. Der Rang der Form A 
ist nach Satz I gleich n. 

III. Enthält eine zugehörige bilineare Form einer Gruppe m Variabein 
der einen Reihe und n der andern Reihej so ist der Rang der Form gleich 
der kleineren der beiden Zahlen m und n. 

Sind die Variabein :r^„ x^^^ . . . [y„^,, y„^,. . .] von x^,x^...x^ 

[y^y^yrS unabhängig, so ist auch ^ + J^^-^i i^n+i ■*" ^^+2 ^«+2 + " ' " ^«^e 
zur Gruppe ^ gehörende Form; denn ihre Ableitungen nach den Varia- 
beln y gehören zu der Basis A^, A^ . . . Ä^, E, E . . . der Gruppe ^. 

Die bilineare Form A möge durch die unimodularen Substitutionen*) 

in die bilineare Form 

übergehen. Dann hängen die Ableitungen 

der Form B mit den Ableitungen (6.) der Form A durch die Gleichungen 

»1 = -2 »rfi »rf, », = 2s^v'^...v„ = 2 « j„ t>> 

zusammen; mithin stellen die linearen Formen (8.) alle Lösungen der 
Gleichung 

18 n 

dar, wo die Elemente B^ durch die Gleichungen (1.) definirt sind, also 
ebenfalls eine Basis der Gruppe ^ bilden. Nennt man also alle bilinearen 



♦) Dabei ist es gleichgültig, ob die Variabein x^ der Substitution (7.) sämmt- 
lich in A vorkommen oder nicht; dagegen dürfen in derselben nicht mehr als n Varia- , 
beln ifß vorkommen. 
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Formen, in welche eine bestimmte Form durch onimodulare Substitutionen 
transformirt werden kann, eine Klasse äquivalenter Formen, und gehört 
die (von n Variabehi y abhängende) Form A zur Gruppe J&, so gehört 
auch jede (von nicht mehr als n Variabehi ^ abhängende) mit A äquiva- 
lente Form B zur Gruppe i§. 

Ist nun ej, der dte Elementartheiler*) der Form A, so kann die- 
selbe durch unimodulare Substitutionen in 

übergeführt werden. Ist Ui^ H2 . . . H^ die correspondirende Basis von J&, 
so kann die Gleichung 

(9.) B^,' Hl' ...Hl''^ E 

nur dann und muss stets dann bestehen, wenn 1^1 = ^1^1, v^^e^x^ . . . 
f)^=ie^x^^ also Vi durch Ci, v^ durch ^^ . . • , v^ durch e^ theUbar ist. 
Daher gehört H^ zum Exponenten ^^, und die Gleichung (9.) erfordert, 
dass jeder Factor der linken Seite für sich gleich E ist. Ist «^ > 1 und 
e^^^ = 1 , und ist r < » , so ist auch e^^^ = . . . = ^^ = 1 und JH^^, , H^_^^ 
. . . J9„ gehören zum Exponenten 1 , sind also gleich E. Mithin bilden 
die Elemente Ui^ H^ . . . U^ schon fiir sich eine Basis der Gruppe ^ und 
zwar, da sie von einander unabhängig sind, und da e durch e ^ theilbar 
und e^^l ist, eine normale Basis. 

Damit ist der in §. 6 abgeleitete Fundamentalsatz des Herrn Schering 
von Neuem bewiesen. Da femer in §.7 gezeigt worden ist, dass die 
Zahlen e^^ e^ . . . e^ für jede normale Basis dieselben Werthe haben, so 
ergiebt sich der Satz: 

IV. Die Elementartheiler jeder bilinearen Form^ die zu einer Gruppe 
gehört, sind, soweit sie von 1 verschieden sind^ die normalen Invarianten der 
Gruppe. 

Da zwei bilineare Formen, welche denselben Rang und dieselben 
Elementartheiler haben, stets äquivalent sind, so folgt daraus {Frobenius, 
dieses Journal Bd. 86, S. 159): 



*) Ist e/;,_;t4-i ^^^ grösste gemeinsame Divisor der Determinanten Aten Grades 
von Ay so heisst d^i d^^^ = e^ der Ate Elementartheiler der Form A. 
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V. Alle büinearen Formen desselben Ranges, die zu einer Gruppe 
gehören^ sind äquivalent 

Die zu einer Gruppe gehörenden bilinearen Formen nten Ranges 
bilden also die sämmtlichen von n Yariabeln y abhängenden Individuen 
einer Klasse äquivalenter bilinearer Formen. 

Aus den auf Seite 177—179 dieses Bandes entwickelten Sätzen 
ergiebt sich, dass 

ist, wenn A irgend eine bilineare Form ist, die zur Gruppe ^ gehört 



§.11. Die Reste der Potenzen rationaler ganzer Zahlen in Bezog aof einen zusammen- 
gesetzten Modul. 

Die Theorie der Gruppen wollen wir auf die Lehre von den Potenz- 
resten für einen zusammengesetzten Modul 

31 = 21" PP' P"... 

anwenden, wo P, JP*, P" . . . gewisse Potenzen verschiedener ungerader 
Primzahlen sind. Ist die Anzahl derselben gleich ti, so sei n = tt, falls 
^ = oder 1 ist, n = tt + 1, falls f* = 2 ist, und w = tt -h 2, falls f* > 2 ist. 
Seien femer 

(^•) 9ii 9t'''ffn 

die Zahlen <p(P)jq>(P), q>(P') . . . und ausserdem, falls f* = 2 ist, die 
Zahl 9(4) = 2(=^i), und falls f*>2 ist, die beiden Zahlen 2(=g^) und 

2^""* (=5^2). Ist fl^^ = 9(JP)j 8ö kann man, da P und -ß relative Prim- 
zahlen sind, eine Zahl 6? finden, welche (mod. P) einer primitiven Wurzel 
YonP und (mod. -ß) der Zahl 1 congruent ist. Ist f* = 2, so sei Gi = 3 

mod. — j. Istf*>2, so sei 6?,= 3 oder 5 (mod. 8) 

und 6r8=l (mod. -5-]; dann ist Gf*~^ = G eine der vier verschiedenen 

Wurzeln ± 1, 2^~' ± 1 der Congruenz X^=l (mod. 20- (Ist f*= 3, so 
ist 6r = 6r2, ist f*>3, so ist 6r = 2^""^+l). Ist G' eine der beiden 
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von 1 und G verschiedenen Wurzeln, so sei Gi^G' (mod.2^) und 
G, = l (mod. ^]. (Vgl. Gauss, D. A. 90). 

Da CJe=l (mod.P) und G^ = l (mod. ^) ist, so ist e^e=l 

(mod. M). Ist umgekehrt 6^ = 1 (mod. üf), so ist auch 6^ = 1 (mod. P) 
und daher ist v durch g theilbar. Folglich gehört G (mod. M) zum 
Exponenten ^ . Ebenso gehört, falls /t«> 1 ist, G^ zum Exponenten 2, 
und falls f* > 2 ist, ©, zum Exponenten 2^""*. 

Wir behaupten femer, dass die Elemente Gi, 6?,, ... G^ von ein- 
ander unabhängig sind. Denn ist 

(2.) Gl' Gl'... Gl"" = r (mod. ilf), 
so besteht die nämliche Congruenz (mod. P). Weil aber Gi, G^ . . . G^ 
mit Ausnahme von G congruent 1 (mod. P) sind, so ist fi^^ = 1 (mod. -P), 

und weil G =1 (mod. ^p) ist, G^9 = 1 (mod. üf). Mithin reducirt sich 

die Congruenz (2.), falls f* = 2 ist, auf 6?' = 1 (mod. üf), und falls /t* > 2 
ist, auf Gt'G^* = l (mod. üf). Im letzteren Falle ist auch G^'G^ = 1 
(mod. 2^). Erhebt man beide Seiten ins Quadrat, so erhält man, da 6rf=l 
(mod. 2^) ist, e?*^»= 1 (mod. 2^). Daher ist 2r, durch 2^"* theübar, also 
t?, = — 2^"'f?. Mithin ist fi^' = 6^ (mod. 2^). Wäre nun Vi ungerade, so 
wäre G{' = G^ = G^ (mod. 2^- Da aber G^ zufolge der Congruenz &=l 
(mod. 2^) nur einer der beiden Zahlen 1 oder G congruent sein kann, 
und Gl von diesen beiden verschieden vorausgesetzt ist, so kann v^ nicht 
ungerade sein. Ist aber Vi gerade , so ist fi^* = 1 (mod. 2^) , also auch 
(mod.ilf), und mithin reducirt sich die Congruenz (2.) auf fi?* = l (mod.üf). 
Da folglich G^, G^ . . . Gn unabhängig sind, und da G zum Ex- 
ponenten g gehört, so stellt der Ausdruck Jir=6rf 6rf"...G^^, falls ;ri,a?2 
. . . ;f^ alle ganzen Zahlen durchlaufen, gig^ - - - g^^v (-^O = ä , d. h. alle 
Klassen von Zahlen dar, die (mod. M) verschieden und relativ prim zu M 
sind. Daher bilden Gi, G^ . . . G^ eine reducirte Basis der von diesen 
h Zahlenklassen gebildeten Gruppe «l^, und ^i,^8 . . . gn ein vollständiges 
System von Invarianten dieser Gruppe (§.8). Da diese Zahlen alle durch 
2 theilbar sind, so ist der Rang der Gruppe ^ gleich n. Ist d^^^^^ der 
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grösste gemeinsame Divisor der Producte von je A der Zahlen (1.), so ist 

dl „ 

nach §. 8 -^ — = e^ (d^ = ej der Ate Elementartheiler von A j. Ist s^ der 

grösste gemeinsame Divisor von k und g^, so ist 

die Anzahl der verschiedenen Wurzehi der Gongrnenz X^ = 1 (mod. ilf ), 
und 

die Anzahl der verschiedenen A:ten Potenzreste (mod. ilf), z. B. ist |2, «l^ 
= 2^ Die Anzahl der Zahlen , die zum Exponenten ä = «" ä^ c^ ... ge- 
hören, ist 

WO ip(a) angiebt, wie viele der Zahlen (1.) durch a« theilbar sind. Ist 
z. B. Ä-=^i, so ist, da e^ das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der 
Zahlen (1.) ist, 'A:,«l&|=^i ^2 • • • fl^^ — ^? ^^^ V'W niindestens 1. Daher 
ist die Anzahl der Zahlen, die zum Exponenten e^ gehören, ^ A/7(l ) 

= y(Ä) = y(9(ilf)). 

Wir wollen endlich noch zeigen, dass es Gruppen giebt, die beliebig 
vorgeschriebene Invarianten ^i , e^ ... e^^ haben. Da sich in einer arith- 
metischen Reihe, deren Anfangsglied und Differenz theilerfremd sind, un- 
zählig viele Primzahlen finden, so kann man n verschiedene ungerade 
Primzahlen Pi^ Pi - > - Pn bestimmen, die den Congruenzen /;^ = 1 (mod. e^) 
(y = 1, 2 . . . ») genügen. Ist dann M^p^^p^ . . . /;„, und haben 6?!, 6?, 
. . . Cr^ für diesen Modul die nämliche Bedeutung wie oben, und setzt man 

JH^ = 6r^ ^y (mod.Jlf), so besitzt die Gruppe mit der Basis Hi^ H^ 
... H^ die Invarianten e,, e, . . . e^. 

§. 12. Die Reste der Potenzen complexer ganzer Zahlen. 

Um die Theorie der Gruppen noch an einem zweiten Beispiele zu 
erläutern, betrachten wir eine Ordnung der ganzen Zahleii eines alge- 

*) Beispiele, an denen man diese Regel bestätigen kann, findet man bei Cayley^ 

Specinien table M^a^b^ (mod. iV) for any PHme or Composite Modultia^ Quart. 
Journ. X. p. 95 — 96. 



Frobenius und Stickelherger^ Gruppen van vertauschbaren Elementen, 257 

braischen Körpers vom nten Grade*). Sei p ein Primideal fien Grades 
in 0, also, wenn p die kleinste durch )> theilbare rationale ganze Zahl ist, 
N(p)=p^. Wir beschränken uns dabei auf den Fall, dass p>^2 und 
nicht durch p* theilbar ist. (Letzteres tritt nur ein, wenn die Primzahl p 
in der Discriminante des Körpers aufgeht). 

Sind A und B Zahlen der Ordnung o und ist A—B = P^ so ist 
nach dem binomischen Satze ^4^ = B^ -f- P'' (mod. /i) , also auch (mod. j)). 
Ist P nicht durch D theilbar, so ist auch P^ nicht durch p theilbar. Durch 
wiederholte Anwendung dieses Schlusses ergiebt sich der Satz: 

I. Ist A — B nicht durch p theilbar j so ist auch AF^ — jB^'* nicht 
durch p theilbar. • 

Ist A—B = P, so ist 

A^n^gm^ ^ ßm-i p ^ m{m — l) ^_, p2 ^ ^ _^ p„, 

Ist P genau durch p^ theilbar (d. h. durch p^ und nicht durch V^"^^)? wo 
;i> 0, und sind A und B nicht durch p theilbar, so ist, falls m nicht 
durch p theilbar ist, 

A'^=B^ (mod. p^ ) und A"' = B'^ + m B"*"^ P (mod. p^-^') ; 

daher ist Al^—B'^ durch p^^ aber nicht durch p^"^^ theilbar. Ist dagegen 
fn=p, so ist 

AP = BP (mod. p^-^') und JP=BP -\- pBP'P (mod. p^^^^; 

daher ist AP— BP durch p^"^\ aber nicht durch i)^"^* theilbar (dieses würde 

nicht richtig sein, wenn />=2 oder durch p^ theilbar wäre). Indem man 

diesen Schluss wiederholt anwendet und mit dem vorigen combinirt, erhält 

man den Satz: 

IL Ist A~B genau durch p^ (l > 0) theilbar, während A und B 

nicht durch p theilbar sindj und ist m genau durch //* (heilbar j so ist 
jni_ffn ^^^^ ^^^^^ ^i+f, theilbar. 



*) üeber die Begriffe und Sätze, von denen wir hier Gebrauch machen, ver- 
gleiche man die Arbeiten ^es Herrn Dedekind: 

Vorlesungen über ZahlentheoHe von Lejeune-Dirtchlet^ 2. Aufl., Supplem. 10; 

Sur la Morie des nombrea entiera algibriquea (Darboua, bulletin 1'® ser. t. XI et 

2* ser. 1. 1) ; 
üeber die AnzaM der Idealklasaen in den verschiedenen Ordnungen eines endlichen 

Korpersy Braunschweig 1877. 

JoaniAl fOr Mathematik Bd. LXXXVI. Heft S. 33 
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Jede Zahl A der Ordnung o, welche nicht durch p theilbar ist, 
genügt der Congruenz AP^-'=1 (mod./i). Nach Satz II ist daher ^^^^"'^''=1 
(mod. D^). Es giebt ferner Zahlen B der Ordnung o, welche (mod. p) zum 
Exponenten p^—1 gehören, primitive Wurzehi des Primideals p. Unter 
den Zahlen A^ welche der Congruenz A^bB (mod. p) genügen, giebt es 
auch solche, für welche ^4^'^— 1 nicht durch p^ theilbar ist. Denn er- 
füllt B selber diese Bedingung nicht, und ist P durch p, aber nicht durch 
p^ theilbar, so wird dieselbe durch A = B-^ P befriedigt. Denn es ist 

(B + P)P^-'- 1 = BP^-' — 1 + (p/- 1) BP^-'P-^- {P 2 ^) ^^"' '^+ • • • 

= ipf— 1) BP^-^ P (mod. p'), 
und mithin ist diese Zahl nicht durch p^ theilbar. 

Ist nun A eine primitive Wurzel von p^ für welche A^ ^^—1 ge- 
nau durch p theilbar ist, so ist A^p^"^^^ —l genau durch p^'^^ theilbar, 
also nur und stets dann durch p^^ wenn A ^ jt* — 1 ist. Daher ist 
(p —l)p"~^ durch den Exponenten ^, zu welchem A in Bezug auf den 
Modul p^ gehört, theilbar. Ferner ist dieser Exponent e, da J[^ = 1 (mod. jy"), 
also auch (mod. p) , und da A eine primitive Wurzel von p ist , durch 
// -1 theilbar. Mithin ist e = (p^—l)d^ wo d ein Divisor von p^"^^ also 
eine Potenz von p und folglich gleich p^~^ ist. Demnach gehört A nach 
dem Modul p^ zum Exponenten (y/— 1)/>"~\ Umgekehrt muss das Ele- 
ment A, wie leicht zu beweisen, wenn es nach dem Modul p^ zum Expo- 
nenten (/>•'— 1)/A"~^ gehört, eine solche primitive Wurzel von p sein, ftr 
welche A^ ~^ — i nicht durch p^ theilbar ist. 

Die Anzahl der Klassen von Zahlen, welche (mod. p'^) incongruent 
und relativ prim zu v" sind, ist gleich 

Dieselben bilden eine Gruppe »§, deren Rang r und deren normale 
Invarianten e^. e^ . . . e^ seien. Der grösste Exponent, zu welchem ii^end 
eine Zahl von ^ gehört, ist gleich 

Da nun e^e^ . . . €^ = A ist, so ist folglich 
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also ist e (q > 1) eine Potenz von />, deren Exponent, weil e in Ci auf- 
geht, kleiner oder gleich fi^—l ist. 

Ist X— 1 nicht durch j) theilbar, so ist auch X^—l nicht durch p 
iheilbar ; ist X~ 1 genau durch p^""^ theilbar (ju > A) , so ist X^— 1 genau 
durch y*""^"^^ theilbar; damit daher X^—\ durch v'" (ji* > 1) theilbar sei, 
ist nothwendig und hinreichend, dass X—\ durch p^""^ theilbar ist. Die 
Anzahl der Zahlen 1', welche durch x>^~^ theilbar und (mod. j)^) incon- 
gruent sind, ist gleich 

Die Anzahl der (mod. p^) incongruenten Zahlen, welche = 1 (mod. j)^~0 
sind, ist daher ebenfalls gleich p\ und folglich hat die Congruenz 
X^ —1=0 (mod. j)^) genau p^ incongruente Wurzeln. Da aber /'^ durch 
/; theilbar ist, so muss diese Congruenz nach §. 7 p'' verschiedene Wurzeln 
haben, und folglich ist r = f. Demnach ist 

e,e^,,. er = {p^~y-\ e^ ^ p^-' {q > 1). 

Wäre daher auch nur für einen einzigen Werth von q die Invariante 
e < p^^\ so könnte jene Gleichung nicht stattfinden. Die Gruppe ^ ist 
also vom Range f und ihre Invarianten sind 

(1.) e, = (/?/- \)pf'-' , P, = p/'-^ . . ly = p^-K 

Ohne die allgemeine Theorie der Gruppen zu benutzen, kann man 
dieses Resultat auch folgendermassen ableiten (vgl. Lefeune-Diricfdetj Unter- 
suchungen über die Theorie der complexen Zahlen, §.2; Abh. der Borl. 
Akad. 1841). Die Anzahl der Zahlen, welche durch v theilbar und 
(mod. p*) incongruent sind , ist gleich (p, p^) = pf. Sei Pj eine solche 
durch p* nicht theilbare Zahl und j:* eine rationale ganze Zahl; damit 
dann xPi durch p^ theilbar sei, ist nothwendig und hinreichend, dass x 
durch )), also auch durch /; theilbar ist, weil p die kleinste rationale Zahl 
ist, in der v aufgeht. Die Congruenz arPi = yi*i (mod. p^) findet folglich 
nur und stets dann Statt, wenn j?=^(mod. /?) ist. Durchläuft also j^- 
alle rationalen ganzen Zalilen, so stellt xP^ genau p Zahlen dar, welche 
(mod. vO incongruent sind , und man erhält dieselben , indem man x ein 

33' 
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vollständiges Restsystem (mod. p) durchlaufen lässt. Ist /* = 1 , so sind 
dies alle Klassen von Zahlen , welche durch p theilbar und (mod. p^) in- 
congruent sind. Ist aber /" > 1 , so sei P, eine weitere Zahl von dieser 
Beschaffenheit. Dann kann die Congruenz XiPi-h x^P^^O (mod.p^ nur 
bestehen, wenn Xi und x^ beide durch p theilbar sind. Denn wäre x^ 
nicht durch p theilbar und j^ja + 1 = (mod. p)^ so wäre auch = aj?iPi 
-^ aXfP^^ aXiPi— Pf (mod. p^)j während doch Pf nicht von der Form 
xPi ist. Mithin ist Xf durch p theilbar, also XiP^^ — XfPf^O (mod. ^*), 
und daher auch x^ durch p theilbar. Wenn also jede der Zahlen Xi , Xf 
ein vollständiges Restsystem (mod. p) durchläuft, so steUt der Ausdruck 
XiPi-h XfPf genau p^ Zahlen dar, welche durch p theilbar und (mod.v*) 
incongruent sind. Ist /*> 2, so sei P^ eine weitere solche Zahl, welche 
nicht in dieser Form enthalten ist, u. s. w. Auf diesem Wege gelangt 
man zu einem System von f durch j), aber nicht durch p* theilbaren 

Zahlen P^ Pf . . . P/^ zwischen denen die Relation 

OTi Pi -4- or, P, -«- . . . + jy P^ = (mod. p^ 

nur bestehen kann, wenn x^, Xf . . . Xy sämmtlich durch p theilbar sind. 
Durchläuft also jede der Zahlen Xi, Xf . . . Xy ein voUständiges Restsystem 
nach dem Modul p, so stellt der Ausdruck XiPi-\- XfPf-\- . . . -\- x^Py alle 
p-^ durch p theilbaren Zahlen dar, welche (mod. j)*) incongruent sind*). 

Nun ist oben gezeigt worden, dass es eine Zahl U giebt, welche 
(mod. p^) zum Exponenten (p^—l)p^~^ gehört Setzt man U^ = JBfi, 



*) Bilden A^^ Af , , . A^ eine Basis des Moduls p und B^^ Bf . . . B^ eine Basis 

des Moduls ^', so kann man, weil p'^ durch p theilbar ist, n' (völlig bestimmte) rationale 
ganze Zahlen a^A finden, welche den Gleichungen 

Äa = «Ol A -»■««« ^ H -»■ ö«n A» (« = 1, 2 . . . n) 

genügen. Die Determinante dieser Zahlen ist 






N(p) 

Nach den obigen Erörterungen sind die Elementartheiler dieser Determinante e^^^p^ ... 
ey^p^ ^/+i = 1 . . . ^» = 1. Man kann daher (Froheniu% 1. c. S. 158.) durch uni- 
modulare Substitutionen die Basis A^^ Af... A^ in eine Basis P^^ P^ , . . P^ von p 
und die Basis B^^B^ . .. B^ in eine Basis Qi^Qf . .. Q^ ^^^ P^ so umformen, dass 

Qt=pPi, •.. Qf = pPf\ Qf+i=-Pf^i. ...Qn = Pn 

ist. 



Frobenius und Stickelberg er ^ Gruppen von vertau8chbaren Elementen, 261 

SO ist Ui — 1 durch p, aber nicht durch p* theilbar, kann also in der 
obigen Entwicklung für die Zahl P^ genommen werden. Zu dieser be- 
stimme man die Zahlen P^, P^ . . . P^ so, dass die Congruenz XiPi -*- ar,P, 
•4- • • • + ^fPf = (mod. p^ nur stattfinden kann, wenn x^^x^... Xy sämmt- 
lich durch p theilbar sind, und setze W =•! + P . Da U — 1 genau 

durch p theilbar ist, ist JSP— 1 genau durch ))^"^\ also nur und stets 
dann durch p^ theilbar, wenn A^f*— 1 ist. Daher ist der Exponent, zu 
welchem U (mod. )/*) gehört, ein Divisor von //*'"\ also eine Potenz 
von /i, und folglich gleich //*"\ Wir behaupten femer, dass die Con- 
gruenz 

(2.) H"" Hl' ...H}f=\ (mod. pf") 

nur bestehen kann, wenn jeder Factor der linken Seite für sich = 1 ist. 

Denn wenn diese Congruenz (mod. v^) besteht, so muss sie auch (mod.))) 

gelten, und weil ^^ = . . . = 11^ = 1 (mod. p) ist, so ist folglich IP = 1 

(mod.v), also, da if (mod. ))) zum Exponenten /i-^— 1 gehört, t? = (/i^— l)t?i, 
und mithin 

(3.) Hl' Hl' ...H}f=\ (mod. pf"). 

Diese Congruenz kann aber nur bestehen, wenn v^^ v^ . . . ty 

sämmtlich durch //*"^ theilbar sind. Denn sei //*"^ die höchste Potenz 

von p^ welche in allen diesen Zahlen aufgeht, und sei v gleich pf*~^x , 

wo x^^ Xi . . . Xf nicht sämmtlich durch p theilbar sind. Dann muss nach 

Satz I und 11 

(4.) H^' H^ ... Hff= 1 (mod.))0 

sein. Nun ist aber nach dem binomischen Satze 

H^^9 = (1 + />^)^e = 1 + x^ P^ (mod. p") 
und daher 

£ff * H^' . . . Hff=(l -h x,P;) {1 -^ x,P,) .. .{l -h Xf Pf) 

= 1 -h or, Pi + jr,P,+ . . . + XfPf (mod. p^. 

Wäre nun A > 1 , so wäre zufolge der Congruenz (4.) 

H^' H^ ...Hff=l (mod. »)*), 
und mithin wäre 

OTiPi + ar, P,-»-...-4-ar/P/ = (mod.))*); 
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das ist aber nicht möglich, wenn x^^ x^ . . . Xf nicht sämmtlich durch p 
theilbar sind. 

Da U zum Exponenten (p-^—l)//^"^ und Ug zum Exponenten //"^^ 
gehört, und da die Congruenz (2.) nur bestehen kann, wenn v durch 
(p^— l)//'"^ und V durch //*"^ theilbar ist, so stellt der Ausdruck 

falls Xi^ Xi^ . . . x^ alle rationalen ganzen Zahlen durchlaufen, genau 
(/i^— 1)/!^'*''^^^, also sämmtliche Klassen von Zahlen dar, welche (mod. p^) 
incongruent und durch p nicht theilbar sind. Mithin bilden H^ H2 . . . Hf 
eine normale Basis der Gruppe «§, und die Zahlen (1.) sind die Invarianten 
dieser Gruppe. 

Zürich, Juli 1878. 
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Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre. 

(Von Herrn E. NeUo.) 



Im 84. Bande dieses Journals hat Herr G. CarUor nachgewiesen, 
dass eine Mannigfaltigkeit von n Dimensionen and eine solche von m Di- 
mensionen unter gegenseitiger Eindeutigkeit auf einander bezogen werden 
können. Es wird also in Folge dieses interessanten Resultates der Axa^" 
^^xvLcYi Riemanm: „dass die Ortsbestimmung in einer »-fach ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit auf n Grössenbestimmungen zurückgeführt sei" einer Prä- 
cisirung unterliegen müssen. Diese bietet sich leicht in der Hinznnahme 
der Stetigkeit zur eindeutigen Beziehung dar, und in der That haben auch 
die Herren Lüroth, Jürgens und Thomae von dieser Seite her den Beweis 
tür die Unmöglichkeit eindeutiger und stetiger Beziehung zwischen Mannig- 
faltigkeiten verschiedener Dimensionen geliefert. Es beziehen sich aber 
die Beweise der Herren Lüroth und Jürgens nur auf die einfachsten Fälle, 
auf die Abbildung von Mannigfaltigkeiten höherer Dimension in solche der 
ersten oder zweiten; das gemeinsame Princip der Beweise scheint in den 
weiteren Fällen nur schwer anwendbar zu sein. Der Beweis des Herrn 
Thomae geht freilich auf den allgemeinen Satz, doch enthält er zwei Vor- 
aussetzungen, deren Richtigkeit nicht ohne weiteres ersichtlich scheinen 
möchte: Bedenken, welche Herr Lüroth bereits hervorgehoben hat. Es 
soll nun im Folgenden gleichfalls ein allgemeiner Beweis versucht werden, 
der auf ganz anderen Voraussetzungen beruht, als die oben erwähnten. 
Gehen nämlich die obigen Demonstrationen davon aus, die Stetigkeit der 
Beziehung zu Grunde zu legen, und daraus die Existenz der Mehrdeutig- 
keit zu folgern, so soll hier aus gleichzeitiger Annahme der Eindeutigkeit 
und der Stetigkeit ein Widerspruch gegen die letztere Eigenschaft, d. h. 
gegen die Stetigkeit gefolgert werden.. 
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1. Eine eindeutige Beziehung zwischen einer einfachen Mannig- 
faltigkeit ilfi, einer Linie, und einer nullfachen ilfo, einem Punkte, ist 
nicht möglich. Daraus folgt dieselbe Unmöglichkeit fiir die Abbildung 
von M^ (n > 1) auf Mq. 

2. Eine stetige zweifache Mannigfaltigkeit M^ sei eindeutig auf 
eine einfache Mannigfaltigkeit Mi abgebildet. Dann denken wir uns in 
Mi eine einfache geschlossene Linie 9t gezogen und betrachten deren 
Abbild A in Mi. Nach (1.) kann A kein Punkt sein; es wird also ein 
bestimmtes Stück der Linie Mi werden. A wird von Mi verschieden 
sein, da die Linie 3( jedenfalls als von M^ verschieden angesehen werden 
kann. Wir betrachten auf Mi einen im Innern von A gelegenen Punkt; 
dann kann man von diesem nicht auf stetigem Wege zu einem anderen 
nicht zu A gehörigen Punkte von Mi gelangen, ohne einen gewissen 
Grenzpunkt (oder einen von zwei solchen Grenzpunkten) zu überschreiten. 
Diesem einen Grenzpunkte «i (oder diesen beiden Grenzpunkten a^, a^) 
entsprechen nach (1.) in M^ und auf 9t auch nur Punkte, «i (resp. ai, a,). 
Wäre nun die Abbildung von M^ auf Mi stetig, so könnte man auch in 
M2 von einem Punkte des Gebildes 9t nur zu einem andern nicht 9t an- 
gehörigen Punkte kommen, wenn man «i (resp. «i oder a,) überschritte; 
denn in Mi findet das Entsprechende statt. Das ist aber nicht der Fall: 
jeder Punkt der Linie 9t grenzt in der Fläche M^ unmittelbar an Punkte, 
die nicht zu 9t gehören. Daraus folgt, dass die eindeutige Abbildung 
keine stetige Beziehung zur Folge haben kann. Dasselbe gilt dann, wie 
unmittelbar zu erkennen ist, von der AbbUdung jeder Mannigfaltigkeit M^ 
(n > 2) auf Ml. 

3. Eine stetige dreifache Mannigfaltigkeit M^ sei eindeutig und 
stetig auf eine stetige zweifache Mannigfaltigkeit M^ abgebildet. Dann 
wählen wir in M^ eine beliebige Fläche 9t und bilden diese auf M^ als 
Flächenstück A gemäss (2.) ab. Das Flächenstück A wird gegen den 
übrigen TheU von M, durch eine oder mehrere Curven «,,«„... be- 
grenzt, und es ist nicht möglich, von einem Punkte in A (der nicht zu 
diesen Grenzcurven gehört) zu einem ausserhalb A gelegenen Punkte auf 
stetigem Wege zu gelangen , ohne eine der Curven a^ , a, , . . . zu über- 
schreiten. Diesen Grenzcurven entsprechen in üf, auf 9t nach (2.) 'wieder 
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Curven #ii, »2, . . . , und wenn die Abbildang wirklich stetig wäre, dürfte 
man auch hier von keinem Punkte auf % nach einem anderen nicht zu 
31 gehörigen Punkte von üfj gelangen können, ohne eine der Curven 
ai, ns, . . . zu überschreiten. Das ist aber nicht der Fall, da im Räume 
jeder Punkt einer Fläche unmittelbar an andere nicht zur Fläche gehörige 
Punkte des Raumes grenzt. Es folgt also wie oben, dass eine eindeutige, 
stetige Abbildung eines Gebildes M^ (n = 3) auf ein Gebilde M^ nicht 
möglich ist. 

4. Das Prinzip dieser Beweise ist folgendes: „In einer Mannig- 
fidtigkeit vten Grades wird jedes Gebilde vten Grades durch ein anderes 
von geringerem Grade begrenzt; in einer Mannigfaltigkeit (y-^ l)ten Grades 
fallt jedes Gebilde vten Grades mit seiner Grenze zusammen^. In den 
Fällen v= 1, 2 ergab sich dies allenfalls aus der Anschauung; im allge- 
meinen Falle muss zu strenger Begründung auch der BegriflF eines Ge- 
bildes vter Dimension, eines Punktes im Innern oder auf der Grenze 
eines Gebildes u. s. w. festgestellt werden. Wir verfahren dabei folgen- 
dermassen: 

A) Im Räume von m^ n Dimensionen sei ein durch die Coordi- 
naten Xi^ x^^ ... ar^ bestimmtes Gebilde gegeben. Es werde in ihm ein 
dem Punkte Xi^ x^^ . . . x^ benachbarter Punkt jti -4- *,, ar, -4- *,, . . . ar^ -4- d„^ 
ausgewählt. Die d mögen durch passende lineare Transformation der x sämmt- 
lieh von Null verschieden gemacht sein. Ergeben sich durch die Festsetzung 
von n der Incremente z. B. d[ < d , d,' < cJ, , . . . di < rf« die übrigen 
dn+i, . . . dm im allgemeinen eindeutig, so heisse das Gebilde von der 
n ten Dimension. Findet eine mehrdeutige Bestimmung der m — n nicht 
festgesetzten Incremente nur auf einer endlichen Anzahl von Gebilden 
niederer Dimension statt, so heisse das Gebilde regulär. 

B) Für den Punkt x^^ x^^ . . . x^ eines Gebildes «ter Dimension 
(m^n) sei es möglich, n der Coordinaten so auszuwählen, dass, wenn 
man ihren Incrementen dem absoluten Werthe nach hinreichend kleine, 
sonst aber beliebige positive, verschwindende oder negative Werthe 
beilegt, jedem solchen Systeme ein Punkt desselben Gebildes . ent- 
spricht. Dann sagen wir : der Punkt Xi^ x^^ ... x^ liegt im Innern 

Joarnftl für M&themfttik Bd. LZXXVL Beft 8. 34 
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des Gebildes. Aus A) ergiebt sich J7i 4- y, . . . a?^ + y *1s ein solcher 
Punkt 

Ein Punkt Xi, x^^ . . . Xm, liegt auf der Grenze zweier Gebilde 2t 
und 93, wenn ihm beliebig nahe noch Punkte im Innern von 91 und 
Punkte im Innern von 93 liegen. 

C) Kann man von jedem Punkte eines Gebildes zu einem be- 
stimmten Punkte desselben Gebildes und folglich auch zu jedem anderen 
auf einer Linie gelangen, die ganz dem Gebilde angehört, so heisse das- 
selbe zusammenhängend. 

D) Aus einer n- fachen Mannigfaltigkeit M^ schneiden wir ein 
Gebilde n ter Dimension 31 aus, welcher mit dem Reste 93 von Mn keinen 
Punkt gemein hat. Wäre die Grenze ® von 9t und 93 gleichfalls von 
der nten Dimension, so könnte man nach A) und B) einen Punkt im 
Innern von @ wählen, für den z. B. x^^ x^^ . . . x^ beliebige Incremente 
haben könnten, falls sie sämmtlich dem absoluten Werthe nach kleiner 
als die endliche Grösse d sind. Nach der Definition der (xTenze liegt dem 
Xi^ . . . x^ beliebig nahe ein Punkt yi = ar, -4- «i , . . . y^ = ar^ 4- «^ , ... 

im Innern von 21; wir können also «i,«2-«»<y ^^^^'^^^J ^^^^ ^^®8* 
yi 5 yj» > • • • y^» ™ Innern von 21 und auch noch im Innern von @. Es 
giebt also nach B) eine endliche Grenze £, unterhalb deren man die In- 
cremente z. B. von yi , ^2 9 • • • y» annehmen kann , ohne dass man das 
Innere von 21 und von @ verlässt. Da yi , . . . y^ im Innern von ® liegt, 
so giebt es nach B) in beliebiger Nähe noch Punkte, die zum Innern 

von 93 gehören, z. B. yi + i^i, y2 + ^2? • • * ym"^ ^m^ ^^^ ^^^ kann die 
^ beliebig klein, also auch kleiner als ^ machen. Der so erhaltene Punkt 
yi -*- 1^1 , . . . y^ -4- 1^^ liegt dann gleichzeitig im Innern von 2t , ® , 93. 
Dies • widerspricht der Voraussetzung, dass 21 und 93 keinen Punkt gemein 
haben. Dass es wirklich zwischen 2t und 93 Grenzpunkte und in ® Punkte 
im Innern giebt, folgt leicht aus A) , B). 

Hieraus ergiebt sich, dass die Grenze zweier wesentlich ver- 
schiedener GebUde derselben nten Dimension von niederer als dieser 
Dimension ist. Denn da die Grenze beiden Gebilden angehört, kann 
sie nicht von höherer Dimension sein, und da beide Gebilde bei 
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gleicher Dimension mit der Grenze nach dem eben Bewiesenen Punkte 
im Innern gemein hätten, so könnten sie nicht wesentlich verschieden sein. 

E. Um nun den allgemeinen Satz zu beweisen, nehmen wir an, 
wir w&ssten bereits, dass ein GebUde vter Dimension för v^n — 1 nur 
dann auf ein anderes der i^'ten (y' ^n — 1) eindeutig und stetig abgebil- 
det werden kann, wenn dasselbe gleichMs von der vten Dimension, also 
p' = y ist. Es soll nun derselbe Satz für v, y' ^ n bewiesen werden. Hier- 
bei erkennt man zuerst, dass ein Gebilde nter Dimension nicht eindeutig 
und stetig auf ein solches von geringerer als der (it— l)ten Dimension be- 
zogen werden kann. Denn man kann in dem ersteren eine Mannigfaltig- 
keit (it— l)ter Dimension aufstellen, der in dem zweiten eine solche von 
geringerer Dimension entspräche; dies streitet gegen die Voraussetzung. 
Es ist also nur die Unmöglichkeit einer Abbildung von M^ auf ilf«-i 
nachzuweisen. 

Wir betrachten im Innern von Mn einen regulären Punkt, dessen 
Coordinaten x^ x^, . . . x^ (m^n) sein mögen. Da derselbe im Innern 
von M^ liegt, so giebt es n Coordinaten z. B. ä^i, j?,, . . . j?^ derart, dass 
ihnen beliebige Incremente di,dj,...t>n beigelegt werden können, falls sie 
nur ihrem absoluten Werthe nach kleiner als eine hinreichend kleine, aber 
von Null verschiedene Grösse d sind; da der Punkt regulär ist, so wird 
durch di,d,,... i^^ d immer nur ein System tf^^, . . . <J^, also auch nur 
ein einziger Punkt bestimmt. Wir nehmen nun der bequemeren Be- 
zeichnung wegen x^, . . . x^ zum Coordinaten - Anfang. Dann bildet die 
Gesammtheit der Punkte von ilf„, welche der Gleichung dJ-4- (^-^-----^ d* 
= fP genügen, ein stetiges und zusammenhängendes Gebilde % der (fi<-l)ten 
Dimension; die Gesammtheit der Punkte von ilf^, für die c^-^---^- d* <rf* 

ist, ein stetiges und zusammenhängendes Gebilde $ der itten Dimension. 
Jetzt bilden wir 2t und 93 als ^ und B auf M^_^ ab; dann sind A wie 
B den Voraussetzungen nach von der (w— l)ten Dimension. 91 ist in allen 
Punkten seine eigene Grenze gegen 93 ; denn von di , d, , . . . d^ , einem 
Punkte von 9t, kommt man durch dj — i, d,, ... d^ für jedes beliebig 
kleine, positive, von Null verschiedene X auf Punkte im Innern von 93. 
(Alle diese Eigenschaften sind analytisch ohne weiteres nachweisbar.) 

34* 
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Man muss also auch von jedem Punkte von A in- gleicher Weise ins 
Innere von B kommen können. A ist also mit seiner Grenze G gegen 
B identisch, d. h. auch von der (it— l)ten Dimension; hierdurch ersieht 
man, es sei B von gleicher Dimension mit seiner Grenze G gegen A; also 
haben A und B Punkte im Innern gemeinsam. Dieser Umstand steht 
im Widerspruch zu der Beziehung von % und $ zu einander. Eine 
stetige und eindeutige Abbildung ist also nicht möglich, sobald die Ge- 
bilde von ungleicher Dimension ^n sind. 

Berlin im October 1878. 
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Verallgemeinerimg eines Poneelef sehen Satzes. 

(Von Herrn S. Kantor in Wien.) 



1. Ciiner der interessantesten Sätze aus der Theorie der Kegel- 
schnitte ist der, dass die sechs Ecken zweier einer C^ umschriebenen 
Dreiseite allemal auf einer neuen C2 liegen. Der diesem reciproke und 
wie dieser von Poncelet herrührende Satz lautet : Sind zwei Dreiecke einem 
Kegelschnitte eingeschrieben, so sind sie jedesmal auch einem Kegelschnitte 
umschrieben. Der Zusammenhang dieser Eigenschaften mit der Theorie 
der cubischen Punkt- und Tangenteninvolutionen an C« wurde von Herrn 
Weyr klar gelegt und vielfältig benutzt. Wie im folgenden gezeigt werden 
soll, lassen sich diese Sätze auf beliebige einer d umschriebene n - Seite 
und eingeschriebene «-Ecke verallgemeinem*). 

2. Es seien einem Kegelschnitte C, ein Vierseit g^ g^ g^ g^ und 
ein Dreiseit g\ g^ g^ umschrieben , welche zusammen neun Eckpunkte be- 
sitzen. Nun sind nach Art. 1 die Dreiecke g^ g^ g^ und g[ g^ g\ einem 
Kegelschnitte eingeschrieben und die Dreiecke g^ g^ g^ und g\ g^ g^ einem 
anderen. Es bilden daher der letztere Kegelschnitt mit der Geraden g^^ 
und der erste zusammen mit g^ zwei Curven dritter Ordnung, welche beide 
jene neun Eckpunkte enthalten. Also folgt: 

„Die neun Eckpunkte bilden die Scheitel eines Curvenbüschels 
dritter Ordnung. Oder: Alle Curven dritter Ordnung, welche durch acht 
von den neun Punkten gehen, enthalten auch den neunten". 

In dem eben erhaltenen Büschel Ci giebt es vier uneigentliche 
(zerfallende) Curven dritter Ordnung, von denen jede aus einer Seite des 



*) In einer Abhdg.: „Ueber Involutionen höherer Ordnung" (dieses J. Bd. 72) 
erhält zwar Herr Weyr mehrere wesentliche der hier folgenden Resultate, allein da sein 
Ausgangspunkt (die Theorie der Involution) von dem meinigen verschieden ist, habe ich 
diese Arbeit, welche auch einiges Neue enthält, veröffentlichen zu dürfen geglaubt. 

Jounud fOr M&thematik. Bd. LZXXVI. Heft 4. 35 
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Vierseites und dem Kegelschnitte besteht, welchem das übrig bleibende 
Dreieck g und das feste Dreieck g eingeschrieben sind. Von diesen vier 
Kegelschnitten lässt sich noch ein bestimmter Satz aussprechen: 

„Das Doppel verhältniss derselben in einem ihrer Schnittpunkte g g 
ist gleich dem Doppelverhältnisse, welches g^ g^ g^ g^ an dem Kegelschnitte 
Ci besitzt*).'' Reciprok: „Die neun Seiten eines der C^ eingeschriebe- 
nen Vierecks und Dreiecks bilden die Basistangenten eines Curvenbüschels 
dritter Klasse." 

„Die Berührungspunkte einer Seite des Dreiecks mit den vier 
Kegelschnitten, die es mit den vier Dreiecken des Vierecks bestimmt, 
haben dasselbe Doppelverhältniss wie die vier Ecken des Vierecks auf CV " 

Die zerfallenden Curven des Büschels haben im Ganzen acht Doppel- 
punkte; zwölf müssen ihrer vorhanden sein, daher: 

„In einem Büschel Cs (C^) der angegebenen Art giebt es vier 
eigentliche Curven mit Doppelpunkt (Doppeltangente)." 

3. Ziehen wir nun eine bestimmte Curve des Büschels in Betracht, 
so finden wir von ihr auf der Geraden g\ einen dritten Schnittpunkt c. 
Zufolge Art. 2 ergiebt sich aber, dass die zweite von c an C» gelegte 
Tangente jede der beiden Geraden g^ und g^ in einem Punkte der Curve 
treflfen muss, folglich : Die einzelnen Curven des Büschels treflfen die Seiten 
des Dreieckes g^ g\ g\ in je drei Punkten, welche auf einer Tangente von 
C, liegen. Den einzelnen Curven des Büschels entsprechen die Tangenten 
von Ct projectiv. Dieses Resultat können wir anders mit den Worten 
ausdrücken: „Sind der Cg irgend zwei Vierseite umschrieben, so giebt 
es stets eine Curve dritter Ordnung, welche die zwölf Eckpunkte der bei- 
den Vierseite enthält. " Die Beziehung dieser Curve zur C» ist noch voll- 
ständiger. Schneidet man die Curve durch irgend eine Tangente von Cs, 
so erhält man vier Schnittpunkte. Die von ihnen aus an C^ gelegten 
Tangenten treflfen sich weiter in Punkten, welche nach dem in Art 2 Ge- 
sagten ebenfalls der Curve angehören müssen, was nun zeigt, dass die 
gewählte Tangente von C, wieder Veranlassung zur Entstehung eines Vier- 



*) Darunter versteht man bekanntlich das constante Doppelverhältniss, nach 
welchem irgend eine Tangente von Q durch die vier Tangenten g geschnitten wird. 
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seites giebt, dessen Ecken auf der Cubik liegen. Diese Tangente war 
allgemein gewählt, daher der Satz: 

„ Der cubischen Curve , welche die Ecken zweier der . Cj um- 
schriebenen Vierseite enthält, lassen sich noch unendlich viele andere Vier- 
seite einschreiben, deren Seiten ebenfalls die C» berühren." 

Alle diese Vierseite bilden an C» eine Tangenteninvolution vierten 
Grades. Denn ist eine Tangente gegeben, so sind die drei andern Tan- 
genten der Involutionsgruppe durch die Schnittpunkte jener mit der cubi- 
schen Curve bestimmt. Erwähnenswerth ist, dass unter den Vierseiten 
dieser Involution drei sind, welche an C« harmonische Vierseite bilden. 

Es reiht sich hier noch der folgende Satz an: „Die acht Seiten 
zweier einer cubischen Curve C3 eingeschriebenen Vierseite desselben 
Systemes berühren stets einen Kegelschnitt. Demselben sind noch unend- 
lich viele Vierseite umschrieben, welche ihre Ecken auf Cs haben.'' Den 
Beweis hieför lehren die Eigenschaften, dass die Gegenpunktepaare eines 
vollständigen Vierseites auf d conjugirte Punktepaare sind und die Eck- 
punkte eines seiner Dreiecke das Berührungspunktetripel eines dreifach 
berührenden Kegelschnittes bilden und zwei solche Tripel stets auf einem 
Kegelschnitte liegen {Cremona, Introd. No. 150). Zu verwenden ist noch 
der PoTic^fefeche Satz aus Art. 1. (Man vgl. auch Schröters Aufsatz, Math. 
Anualen Bd. V.) 

4. Jede Curve C3 des Büschels aus Art. 2 schneidet C,' in sechs 
Punkten. Jede der sechspunktigen Gruppen ist durch irgend einen ihrer 
Punkte bestimmt und die Sextupel bilden daher eine Involution sechsten 
Grades auf dem Kegelschnitt. In einer solchen Involution giebt es zehn 
Doppelpunkte. Vier derselben sind die Berührungspunkte von g^^ ^,, 
^8, g^ mit Ca, also wird C, von sechs eigentlichen Curven des Büschels 
berührt. 

Man findet, dass in jedem solchen Falle der Tangentialpunkt des 
Berührungspunktes ein Wendepunkt der Curve ist, indem nämlich die ge- 
meinsame Tangente im Berührungspunkte für drei Seiten des Vierseites 
zu zählen ist. Die Wendetangente in diesem Wendepunkte ist dann eben- 
falls eine Tangente von CV Also : C% wird von sechs eigentlichen Wende- 
tangenten des Büschels berührt, und: 

86* 
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„Die von allen Wendetangenten des Büschels eingehüllte Curve ist 
von der nennten Klasse mit vier dreifachen Tangenten." 

Hat die Corve in d einen Doppelpunkt, so müssen die von d nxL C^ 
gelegten Tangenten, jede für zwei gezählt, als ein der Curve eingeschriehenes 
Vierseit gezählt werden. Also liegen die Berührungspunkte mit C^ auf 
der Curve selbst (gemäss Art. 3). 

Man kann, indem man die Punkte einer solchen Ct mittelst Para- 
meter auf die Doppelpunktstangenten bezieht, aus den, zwei gegebenen 
Vierseiten entsprechenden, Werthen die Parameter der zwei Schnittpunkte 
berechnen, in denen die an den eingeschriebenen Kegelschnitt von d aus- 
gehenden Tangenten die C, treffen. Zu diesem Zwecke benutze ich die 
von Herrn Weyr in seinen „ Geom. Mitth. " (Sitzungsber. der kais. Ak. 
d. W. 68. Bd.) dargelegten Principien. 

Die sechs Punkte des Vierseites I\ seien ±5i»±?2, ±5», die des 
anderen ±li, ±?i, ±5i. Die dem I\ entsprechende (sechspunktige) In- 
volutionsgruppe auf et ist dargestellt durch 

x^ -h «j^ 4- 0,0?* 4- «jOr* 4- a^x* 4- a^x 4- «^ =0. 

Nun ist zufolge der Theorie der Gleichungen nnd der Werlhe von 5 
also die erste Involutionsgruppe 

or* 4- OgO?* 4- «4 or* 4- «j = 

und die zweite 

ar* 4- a'jO?* 4- a^x* 4- «j' = 0. 

Darin ist 

für a^ hat man (1. c.) den Werth — Ä*. 

Irgend eine andere Involutionsgruppe ist dargestellt durch 

X^ (1 4- «) 4- X^ (a, 4- «i«) 4- X* (a^ 4- a^«) 4- Og (1 4- «) = 0. 

Soll der Doppelpunkt mit unter den Wurzeln sein, so muss o» = — 1 sein 
und dann wird sofort 

ar«(a-a')4-0?-/r) = O, 

woraus zu sehen, dass wirklich der Doppelpunkt für vier Eckpunkte des 
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Yierseites gilt. Die beiden anderen sind einander conjugirt and sind die 
gesuchten zwei Schnittpunkte von €% mit C\^ nämlich 

5. Wir betrachten wieder die durch zwei Vierseite an C« be- 
stimmte cubische Curve. Dieselbe schneidet C^ in sechs Punkten a. Die 
in a an Cs gezogene Tangente trifft C^ in weiteren zwei Punkten 6, b* 
und muss für die Involutionsgruppe, welcher sie angehört, zweifach ge- 
zählt werden. Die in 6, 6' an C^ gezogenen Tangenten sind daher auch 
Tangenten an C^ und schneiden sich auf der C^. Femer mässen diese 
Schnittpunkte c den einzelnen a im ersten Systeme (welchem nämlich alle 
Involutionsvierseite angehören) conjugirt sein und liegen daher (Cremtmaj 
Intr. No. 137) wieder auf einem Kegelschnitte. Ausserdem aber umhüllen 
die in c an C^ gezogenen Tangenten ebenfalls einen Kegelschnitt Im 
Vorhergehenden hat man also den Zusammenhang der den C% und C» ge- 
meinsamen zwölf Tangenten mit den sechs Schnittpunkten a. 

Die zwei Gegenpunkte eines der C, eingeschriebenen Vierseites 
haben denselben Tangentialpunkt und die drei Tangentialpunkte bestimmen 
eine Gerade, welche wir analog einer Cr^monoschen Bezeichnung die dem 
Vierseite beigeordnete Gerade (retta satellite) R nennen wollen. Welches 
ist dann die Einhüllende der allen Vierseiten an d zugehörigen ü? Um 
die Klasse dieser Einhüllenden zu finden, fragen wir, wie viele R durch 
den Punkt g^ g^ gehen. 

Für jede dieser Geraden muss gi g^ ein Tangentialpunkt des zuge- 
hörigen Vierseites sein. Nun ist er überhaupt Tangentialpunkt von vier 
Punkten und diese ordnen sich zweimal so zu einem Paare, dass die 
Punkte jedes Paares einander im ersten Systeme conjugirt sind. Jedes 
solche Paar ist ein Gegenpunktepaar eines Vierseites, welches, der Ct 
umgeschrieben, auf C^ liegt, und die Gerade R dieses Vierseites geht 
durch gi g^ ; also da nur zwei solche Vierseite vorhanden sind, gehen durch 
gi gt eben nur zwei Gerade R. Dadurch ist aber bewiesen, dass die R eine 
Curve zweiter Classe, einen Kegelschnitt, einhüUen, welcher C^ genannt 
werden möge. 
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Dieser Kegelschnitt hat mit C, vier Tangenten gemeinsam, Ri^Ri, 
jRs, /I4. Angenommen, es sei T^ ein Tangentialpnnkt auf R^. Dann 
giebt es zwei Involutionsvierseite, denen die beigeordneten Geraden Äj 
und Rg zugehören, welche durch Tis gehen. Ist nun R^ eine Tangente 
von C2, so ist kein Grund, warum die ganz symmetrisch gegenüber- 
stehende Gerade R^ nicht auch 6s berühren sollte, d. h. also die sechs 
Ecken des Vierseites Äi R^ A3 R4, liegen auf C3. Dieses Vierseit ist mit- 
hin der Cs eingeschrieben, und daher muss der Kegelschnitt Cy ebenialls 
wie C2 zu C3 involutorisch liegen. Die Vierseite g an C, ordnen sich 
nach den Vierseiten Ä an CV, dessen einzelnen Seiten sie selbst zuge- 
hören, wieder in eine biquadratische Involution. Alles in Allem giebt dies 
den Satz: 

„Sind auf einer cubischen Curve C3 unendlich viele Vierseite be- 
schrieben, welche sämmtlich denselben Kegelschnitt berühren, und con- 
struirt man zu jedem die beigeordnete Gerade ü, so umhüllen alle diese 
Geraden R einen Kegelschnitt C^, welcher auch zu C3 involutorisch liegt 
und mit d ein gemeinsames Tangentenvierseit auf C3 besitzt." 

Bemerkt sei noch, dass die Diagonaldreiecke sämmtlicher Vierseite 
um C2 eine Curve dritter Classe einhüllen. 

6. Man kann von der C3, wenn sie durch die zwölf Punkte gg 
und g g gegeben ist, beliebig viele neue Punkte durch sehr einfaches 
Linienziehen finden. Verbindet man nämlich gi g^ (in einem Vierseite) 
mit einem Eckpunkte z. B. g[gi des anderen Vierseites, so ist der Schnitt- 
punkt dieser Geraden mit jener, welche ^^3 ^4 mit g'^ g[ verbindet, gleich- 
zeitig der dritte Schnittpunkt beider mit C3. Femer treffen sich auch 
(Si g%i g^g\) 'uid (g^g^j gig^) in einem Punkte von C3, welcher dem 
erster en conjugirt ist. Derart kann man aus den g^ und g^ neun conju- 
girte Punktepaare der Curve C3 finden. Dieselben ordnen sich zu sechs 
neuen vollständigen Vierseiten und mittelst dieser theüs unter einander, theils 
mit den früheren kann man wieder neue Punktepaare der C3 construiren. 
Indem man so fortfahrt, erhält man beliebig viele Punkte der Cs, wenn 
auch nicht in stetiger Aufeinanderfolge. — Die reciproke Construction 
übergehe ich. 

7. Eine weitere Aufgabe bietet sich dar, wenn wir nochmals auf 
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den Curvenbüschel in Art 2 zurückgehen. Dem dort gegebenen Grund- 
vierseite gi g^ g^ ^^4 entspricht in jeder der Curven des Büschels eine an- 
dere Gerade R. Man kann nun fragen, welche Curve von allen diesen 
Geraden R eingehüllt werde. Zur Beantwortung untersuchen wir, wie 
viele Gerade R durch den Punkt g\ g^ des ausserdem gegebenen Scheitel- 
dreieckes gehen. Es giebt eine einzige Curve, welche {g^ g^^ g\ g\) in 
9i 92 berührt, und diese berührt stets auch (^g^g^i ff'iffi) in ff9 Sa^ ^so 
geht die Gerade R des Vierseites g in Bezug auf diese Curve durch g^g^. 
In gleicher Weise findet man zwei andere Curven, welche (gigz, g'igr) 
in gi g^ oder {g^ g4^^ g^ g^ in gy^g^ berühren und in Bezug auf Welche 
mithin die Geraden R des Vierseits g ebenfalls durch g^ g\ gehen. Solcher 
giebt es also drei und nur drei, also gehen an die gesuchte Enveloppe 
von g\g^ drei Tangenten, dieselbe „ist von der dritten Classe''. Diese 
Curve dritter Classe berührt auch die vier Geraden g. 

Wenn man die Wege verfolgt, welche die einzelnen Tangential- 
punkte der Gegeneckenpaare gi g^j g^ gil g%gz,gigi\ 95 91^92 9a be- 
schreiben, so erhält man dafür (als die Erzeugnisse projectivischer Strahl- 
büschel) jene drei Kegelschnitte, welche durch die Eckpunkte von gig^g^ 
und durch die drei Gegeneckenpaare des Vierseites selbst gehen. Diese 
drei Kegelschnitte werden von der Curve dritter Classe ebenfalls berührt. 

8. Man kennt den Satz (cf. Jacob Steiners Vorlesungen, ed. Schröter), 
dass die drei Kegelschnitte, welche je zweien von drei eine C, berühren- 
den Dreiecken umschrieben sind, sich in demselben Punkte schneiden. 
Es ist nun bemerkenswerth, dass sich auch dieser Satz in der bisher fest- 
gehaltenen Weise verallgemeinem lässt. Er lautet für Curven dritter Ord- 
nung: „Sind drei Vierseite einer C, umgeschrieben, so liegen je zwei 
derselben auf einer Curve dritter Ordnung. Diese drei Curven Ci schnei- 
den sich ausserdem in denselben drei Punkten a,, a,, a,. 

Reciprok: „Sind drei Vierecke einer d eingeschrieben, so liegen 
je zwei derselben so, dass sie eine Curve dritter Classe berühren. Diese 
drei Curven C^ haben ausserdem dieselben drei Tangenten 04,0,90, ge- 
meinsam. 

9. Es seien nun einem Kegelschnitte C, ein Fünfseit gi . . . g^ 
and ein Vierseit g\ g^ g^ g\ umgeschrieben. Man kann nach Art 3 durch 
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die Eckpunkte von g^ g^ ^4 g^ und g[ g\ g\ g\ stets eine Curve dritter Ord- 
nung legen, welche mit g^ zusammen eine Curve vierter Ordnung giebt, 
die durch alle Eckpunkte gg und g g läuft Ebenso bildet die durch 
dl ffs ff 4, ff 5 ^^^ ff\ ff\ ffz ff\ bestimmte Curve C^ mit g , zusammen eine 
solche Curve vierter Ordnung. Folglich sind diese Eckpunkte die 10 -1- 6 
= 4* Basispunkte eines Curvenbuschels vierter Ordnung. Wir können 
dieses Resultat auch so aussprechen: „Alle Curven vierter Ordnung, welche 
durch die Ecken von g^ g% gs gi gs und g[ g\ g\ sowie durch einen dritten 
Punkt m auf g^ (zusammen 14 Punkte) laufen, haben ausserdem noch die 
Schnittpunkte der zweiten von m an €% gehenden Tangente mit g^^ g\ 
gemeinsam^. Daraus schliessen wir weiter, dass jede C4 des Büschels 
die Geraden g* in vierten Punkten schneidet, welche wieder in einer 
Tangente des Kegelschnittes C^ liegen. Jeder C4 entspricht eine andere 
Tangente, das System der C4 ist projectiv dem Systeme der Tangenten 
von Cg. Daher auch der Satz: 

„Die 20 Eckpunkte zweier der C« umgeschriebenen Füniseite 
liegen stets auf einer Curve vierter Ordnung. Ausserdem giebt es un- 
endlich viele Fünfeeite , die • der C, umgeschrieben und der C4 einge- 
schrieben sind und welche die einzelnen Quintupel einer pentadischen 
Tangenteninvolution an C^ bilden." 

10. Wir wollen, einige weitere hier mögliche Betrachtungen über- 
gehend, nur dieses anfuhren. Die Curve C4 zweier Fünfeeite g und g' 
schneidet die Cg in 8 Punkten a. Jeder a muss der Eckpunkt eines 
Fünfseites sein, welches der im vorigen Artikel erwähnten Reihe angehört. 
Da die in a an C^ gezogene Tangente für zwei Seiten ihres Fünfeeites 
gezählt werden muss, so werden die in ihren weiteren Schnittpunkten 
/i, ;?', p mit C4 an C4 gezogenen Tangenten auch die C^ berühren und 
sich ausserdem in drei Punkten auf der C4 schneiden müssen. Wir er- 
halten auf diese Weise die 8 • 3 = 24 gemeinsamen Tangenten von C^ 
und C4, welche uns zeigen, dass C4 von der zwölften Classe, also allge- 
mein ist, allgemein in dem Sinne, dass sie weder Rückkehr- noch Doppel- 
punkte besitzt. Diese Curve kann jedoch ganz allgemein nicht sein, da, 
wie Herr Lurolh gezeigt hat, nicht einer jeden C4 ein Fünfseit ein- 
schreibbar ist. Zugleich erhalten wir aber durch die Untersuchung für 
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unseren Fall Aufklärung über die eigenth&mliclie gegenseitige Lage jener 
24 gemeinsamen Tangenten. 

11. Eine Verallgemeinerung der Construction des Art. 7 will ich 
hier nur ohne Beweis angeben, da ich sie weiter unten (Ende) für Curven 
beliebiger Ordnung beweisen werde. Die Gerade, welche g^ g^ z. B. mit 
g'i g't verbindet, schneidet die C4 in zwei weiteren Punkten, und zwar in 
denselben , in welchen sie den um ^3 ^4 g^ und g'^ g\ g\ gelegten Kegel- 
schnitt trifft. Hiedurch kann man mittelst aller möglichen Constructionen 
200 neue Punkte der Curve erhalten. 

12. Es erübrigt noch, die Ausdehnung des im Vorhergehenden 
Enthaltenen auf Curven nitör Ordnung anzugeben. Nämlich: 

„Sind zwei «-Seite einer 62 umgeschrieben, so liegen die n (w— 1) 
Eckpunkte derselben allemal auf einer Curve (n— l)ter Ordnung, welcher 
sich unendlich viele n- Seite einschreiben lassen, deren Seiten ebenfalls 
die C2 berühren." 

Dies involvirt eine Besonderheit der Lage, weil die Curve CV-i durch 

~^^^^ — Punkte bestimmt ist und für « > 2 stets n (w— 1) > ~ — • 

„Berühren ein (m- 1)-Seit und ein «-Seit eine Ci, so bilden 
ihre 4- « (»—1) -♦--¥-« (» 4- 1) = «* Eckpunkte die Basispunkte eines Cur- 
venbüschels «ter Ordnung.'* 

Reciproke Sätze beziehen sich auf n - Ecke und (« 4- 1) - Ecke so- 
wie auf Classencurven*). 

Ist die Curve C^_^ durch zwei an C% gelegene «-Seite bestimmt, 
so kann man eine grosse Zahl neuer Punkte der C^_^ auf folgende Art 
construiren : 

Man verbindet g^ g^ z. B. mit g\ g^. Diese Gerade schneidet C^_^ 
in «—3 weiteren Punkten, welche bestimmt werden sollen. Zu dem Ende 
benutzen wir den sogleich zu beweisenden Satz, dass diese Punkte die- 



'*') Ich merke nur an, dass sich vielleicht auch der Satz in Art. 8 verallgeroei- 
nem lassen mag, auf drei Cnrven Titer Ordnung, welche durch je zwei von drei einer C^ 

n In — 1 ^ 

umschriebenen («-h 1)- Seiten bestimmt sind und dieselben — ^-- weitere Punkte 

gemeinsam haben kQnnen. Einen befriedigenden Beweis für diesen Satz besitze ich nicht. 

Joonuü für M&tb«iDAtik Bd. LXZXVI. Heft 4. 36 
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selben sind, in welchen (flfiflfs? gigi) ^i© Curve (n — 3)ter Ordnung 
schneidet, auf der die Eckpunkte von den gegenüberliegenden it— 2 Seiten 
gs. . . g^ nni g^ . . . g^ liegen. 

Wir betrachten die drei Curven (?i— l)ter Ordnung: C^^^\ C^_^ 
durch g^ . . . g^ und g^ . . . g^ bestimmt, mit ^j, g\ ; femer C^__, durch 
gig^' ' ' gn ^^^ gi gs - - gn bestimmt, mit (gfi ^„ g[ g^). Diese drei 
Curven haben die (n— 1) («—2) + 2 Punkte gemeinsam: g^ g^^ g\ g\^ die 
Eckpunkte von g\ g^ • • > g^ ^^^ gi g^ * - ' gn ^^^ schneiden sich daher 
noch in weiteren »—3 Punkten. Was die erste Curve betriflPt, so liegen 
diese n—Z Punkte also jedenfalls auf C^_^. Von der dritten Curve sind 
schon alle möglichen Schnittpunkte der C^_^ mit der C„_j gegeben, jene 
n—Z weiteren Punkte müssen also die Schnittpunkte von (gig%. g\ g'^) 
mit C„_i sein; sie müssen aber auch die Schnittpunkte des Theiles C^_^ 
der zweiten Curve mit C^_^ sein, da g^ und g\ schon in allen möglichen 
Punkten die C^_^ schneiden. Sie sind also die gemeinsamen Punkte von 

C^«i, CUs ^^^ (gig^^ g\g^\ w. z. b. w. 

So erhält man vorerst ^^~ ) v^~ ) weitere Punkte, welche wohl 

meist zur Construction des Curvenzuges hinreichen werden. Diese Con- 
struction selbst aber ist zurückgeführt (wie es sein muss) auf eine Auf- 
gabe (w— 3)ten Grades. 

Wien, den 21. Juü 1878. 



Nachschrift. Zu Art 2 ist u. A. die interessante Beziehung 
nachzutragen, dass das von den vier (eigentlichen) Doppelpunkten gebildete 
vollständige Viereck das feste Dreiseit zum Diagonaldreiecke hat. Man 
gelangt hiezu durch Betracht der ff^^^chen Curven dreier jenes Büschel 
enthaltenden cubischen Netze. — Femer liegen je drei Paare der übrigen 
Doppelpunkte auf einem Kegelschnitte, und mit den ersten vier auf einer 
Curve Cs, welche durch drei Eckpunkte des Vierseites geht. 

Wien, den 4. Dezember 1878. 
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Zur Theorie der Onrven kürzesten Umrings, bei gegebenem 

Flächeninhalt, auf krummen Flächen. 

(Von Herrn Minding in Dorpat.) 



Uorch die Resultate, welche ich über genannte Curven, wenn sie 
auf ümdrehnngsflächen liegen, erhalten und in den Schriften der Kaiser- 
lichen Akademie zu St. Petersburg (Bulletin, tome 21,24, 25) niitgetheilt habe, 
bin ich zu einer allgemeineren Ansicht gefuhrt worden, welche ich der 
folgenden Darstellung zu Grunde legen werde. 

Zuvor aber wünsche ich zu zeigen, wie sich die allgemeine Eigen- 
schaft der Curve mit Nutzen für die weitere Betrachtung aus einer sta- 
tischen Aufgabe herleiten lässt. 

Denkt man sich auf einer krummen Fläche einen in sich ge- 
schlossenen Faden von gegebener Länge durch eine überall in der Be- 
rührungsebene wirkende, auf dem Faden senkrechte Kraft von der Inten- 
sität P gespannt, so ergiebt sich die Gleichung für die Gestalt des Fadens 
wie folgt: 

Es sei N die Normale der Fläche, T die Tangente, JB der Krüm- 
mungshalbmesser in einem Punkte der Curve. Da die Kraft Pds senk- 
recht auf N und T steht, so sind NTP drei rechtwinklige Axen, deren 
Richtungszahlen (cosinus) folgende Tafel anzeigt: 

X ff z 



N 
T 
P 



n^ n, «j 

'i '« 's 
Pi P% P% 

Da die Kraft Pds und der normale Druck JVrf* senkrecht auf 
dem Faden stehen, so ist die Spannung überall dieselbe. Nennt man 

36* 
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noch r^ r^ r^ die Richtnngszahlen von jR, und i die Neigung von R 
gegen jP, so ist 

«1 Tj -I- /i, r, -h Wj Tj = sin i, 
auch ist n^Pi -^ n^Pi -H Wj ;?8 = 0. 

Für das Gleichgewicht des Fadens gelten nun folgende Gleichungen: 

edti = Ppi ds + Nrii äs (i = 1, 2, 3), 

oder weil bekanntlich, wenn ds^Rda gesetzt wird, dt^=^r^d<s ist, so 
hat man 

daher durch Multiplication mit p^ und Summation für 2 = 1, 2, 3 

ÖC08 1 = ÄP. 

Wenn also P constant ist, so folgt die Gleichung der Fadencurve 

cosf __ ^ __ 1 

welche bekanntlich aussagt, dass der Faden eine Curve kürzesten üm- 
rings bildet. Für den Druck N erhält man 

e sin i = RN oder N = P\%i. 

Die vorstehende Gleichung bleibt noch gültig, wenn der Faden theilweise 
durch feste Grenzcurven in seiner Ausbreitung gehindert gedacht wird. 
Es sei Wds der Widerstand der Grenzcurve in einem ihr anliegenden 
Fadenelemente ds^ femer seien R^ und t\ die Werthe von R und i an 
dieser Stelle, welche durch die Gestalt der Grenzcurve bestinmit und als 
bekannt anzusehen sind, so hat man für jedes an die Grenzcurve ge- 
drängte Fadenelement zur Bestimmung von W durch e die Gleichung: 

e = -^ (P—W). 

costi 

Für die von der Grenzcurve abgelösten (freien) Theile des Fadens 
ist FF=0. Betrachtet man namentlich die Trennungsstelle, so verwan- 
deln sich bei dem Uebergange vom letzten anliegenden zum ersten freien 
Fadenelemente R^ und i\ sprungweise in jR und i, und da die Spannung 
überall dieselbe bleibt, so geht auch W von einem letzten endlichen 
Werthe sprungweise in Null über. 
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Es sei Q die Resultante von P und iV, so hat man Q = P cos < 

P 

-h JVsinf, jPsin/= JVcosi, also Q = — ; und e = RQ. Für die an die 

' ' C081 

Grenzcurve gedrängten Theile des Fadens sind nur P W^ Äi, i^ an die 
SteDe von jP, Ä, i zu setzen, wodurch Oi = r- und e=^R^Q^ er- 

C/OB li 

halten wird. 

In dieser Gestalt zeigt sich am deutlichsten die statische Bedeutung 
der Gleichung für e\ diese druckt nur den bekannten Satz aus, dass nach 
Zerlegung der Kraft in eine normale und eine tangentiale Componente 
die Spannung der Kraftsumme gleich ist, welche zusammenkonmit , wenn 
auf eine gerade unbiegsame Linie von der Länge des Krümmungshalb- 
messers überall mit der Intensität der normalen Componente Q in der-« 
selben Richtung eingewirkt wird. Im vorliegenden Falle ist die tangentiale 
Componente überall gleich Null und die Spannung überall dieselbe. Da 
auch P constant und Ph = 6 ist, so hat auch h in allen freien Theilen 

der Curve denselben Werth, oder die Krümmung t- der auf bekannte 

Weise abgewickelten Curve ist in allen freien Theilen dieselbe. 

Ferner muss bei dem Uebergange an die Grenzcurve, wegen der 
Constanz der Spannung, der Faden, wie überall, mit der Kraft Q zu bei- 
den Seiten gleiche Winkel bilden, d. h. der Faden muss sich an die Grenz- 
curve tangential anschliessen. 

Diese Sätze sind von Steiner im 24. Bande des 0^//^chen Jour- 
nals (Seite 150) zuerst allgemein ausgesprochen worden; doch dürfte auch 
ihre vorstehende einfache Herleitung aus der Statik nicht für unnütz be- 
funden werden. 

Die Krümmung -. der abgewickelten Curve wird durch die Argu- 
mente p und q eines auf der Fläche gezeichneten Netzes folgendermassen 
ausgedrückt : 

± j^ rf.» = 

(^Edp -h Fdq^ ( i dGdq -h -^ rfp*) — (^Fdp + Gdq) UdEdp + ^ dq") 
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In dieser Differentialgleichaiig der Cmre kürzesten Umrings sind die Ar- 
gumente p und q ganz beliebige. Wenn man aber annimmt, dass die- 
jenigen Corven des Netzes, för welche p constant ist, selbst Cmren 
kürzesten Umrings sind, so muss der vorstehenden Gleichung dorch 
p = const Genüge geleistet werden , während zugleich k för jeden be- 
stimmten Werth von p einen bestimmten WerÜi erhält oder k eine Function 

von p ist Setzt man demnach p = const., also dp = und dp^d (^) 

= dpd^q—dqd^p = 0^ SO giebt die vorstehende Gleichung hiezu die Be- 
dingung 

dG dF dG 

l _ ^''d-g'^d-g^^^d^ _ 

k yEG-r". G Vg ^^' 

welche sich in folgende Gestalt zusammenziehen lässt: 

dVG "^(Vg) 



,. V dp dq 



yEG — F^ 

Diese Bedingung also muss erfüllt werden, wenn die obige An- 
nahme gestattet sein soll, d. h. es muss dann möglich sein, dem Ausdrucke 
des Linearelements eine solche Form zu geben, dass die WerÜie von £7, 
F^ G der Gleichung (A.) Genüge leisten. 

Vorausgesetzt, dass diese Bedingung erfüllt ist, so darf die weitere 
Folgerung gezogen werden, dass die vollständige in sich geschlossene 
Curve kürzesten ümrings aus zwei verschiedenen Theilen bestehen kann 
und im Allgemeinen bestehen wird, nämlich aus demjenigen Bogen, welcher 
dem vollständigen Integrale der vorliegenden Differentialgleichung entspricht, 
und aus einem Bogen der Curve von constantem p^ welcher der Ei^än- 
zungsbogen genannt werden mag. 

Durch eine Umformung der Differentialgleichung wird diese Folge- 
rung noch anschaulicher. Setzt man nämlich F=0^ oder denkt man sich 
die Curven von constantem q so gewählt, dass sie jene hier vorausgesetzten 
Curven von constantem p überall senkrecht schneiden, so wird die Diffe- 
rentialgleichung folgende: 
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^^ rf«»= i (EdG—GdE) dp dq + EGdp'd (^^+ids' (^dq—^ dp). 



Es ist aber 



4 {EdG — GdE) = E VEG d j/ -|-; 



E 

daher geben die beiden ersten Glieder rechterhand die Summe 

EyEGdY^'dpdq+EGdp*d(^)= 

also entsteht die Gleichung: 

Es sei B der Winkel, unter welchem die gesuchte Curve die Curve von 
constantem q schneidet, so ist ds cos 6 = yiEdp^ dsBme = YGdq^ und 
man erhält 



^ YEG , . w?^rErFi j i^x ^ . , ^ « (dG sinö dE co8Ä\ 

oder weil Edp^dtge = ds^ds ist, so hat man: 

^VEG ^r=r7^ de ^dVG . ^ d^E ^ 
± — E— = YEG* ~i — h —1— sm 6 — — j — cos 6. 
n ds dp aq 

In dem allgemeinen Integrale dieser Gleichung wird e alle Werthe von 
bis 2n durchlaufen; die Curve wird da, wo ö = und wo d = ;r, die 

Curven von constantem q berühren; wo ö = -5- oder ö = Y ^^^'^ ^^^ 
sie die Curven von constantem p berühren, zu ihrer vollständigen Schliessung 
aber an einer dieser Stellen, wo cos ö = oder dp = und rf ö = ist, 
noch eines Bogens der dort berührten Curve von constantem p bedürfen. 
Für diesen Ergänzungsbogen hat man, da dB = 0^ cos = 0, 

VEG^dVG 

(B.) '^—T'-'d^ 

übereinstimmend mit der Bedingungsgleichung (A.) für jP = 0. Da -r = y p, 
80 folgt hieraus 
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oder log Vg = 'i^/vp 'YEdp-hQ, wo Q eine Function von q ist, wah- 
rend E sowohl p 9\s q enthält, die Integration aber sich auf p allein 
bezieht 

Ein solches System von Curven kürzesten Umrings, wie es nach 
der obigen Voraussetzung die Curven von constantem p bilden sollten, 
wird auf den Umdrehungsflächen durch die auf der Drehungsaxe senk- 
rechten kreisförmigen Querschnitte dargestellt, da diese Querschnitte Cur- 
ven kürzesten Umrings sind. 

Versteht man jetzt unter dp das Bogenelement der erzeugenden 
oder Meridiancurve, unter q die Neigung der Ebene dieser Curve gegen 
eine feste durch die Drehungsaxe gelegte Ebene oder den Drehungswinkel, 
so erhält man das Linearelement auf der Fläche = Vdp^-h Gdg^* Be- 
zeichnet femer r den Halbmesser des durch den betrachteten Punkt ge- 
henden Querschnitts, welcher eine Function von p (ohne q) ist, so hat 
man G =^r^ und £ = 1 ; daher ist die Bedingung (B.) offenbar erfüllt, 

nämlich es ist —^==9P^ ^® erforderlich. Femer ist ds.cosB = dp^ 
ds. sin e = rdq^ und die Differentialgleichung wird folgende: 

^ r de ^dr . ^ 

± -^ = r—j- H- 3- sm 6. 
h ds dp 

Multiplicirt man diese Gleichung mit dp und setzt cos für ^ , so entsteht 

± - . - = r C08 ö rf ö -h rfr . sin ö = rf (r sin ö) , 

deren Integral 

r «in ö = ± / ~Ä "*" ^^®^ 

die Haupteigenschaft der Curven kürzesten Umrings auf Umdrehungsflächen 
darstellt. Für 0=0 sei ;i = p^ , so erhält man 

V 

wo das bisher unbestinmite Vorzeichen so gewählt ist, dass far p ^ p^ 

sin positiv wird. 

p' 
Da 2n Crdp den Flächeninhalt der Zone zwischen den zu p 
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■ 

und p* gehörigen Querschnitten ausdrückt, so besteht die Eigenschaft der 
gesuchten Curve darin, dass das Product rsintf dem Flächeninhalt der 

Yon p bis p reichenden Zone Z proportional ist; man hat 27rr sind = -r. 

Legt man im Punkte A eine Tangente T an die Curve, und eine 
Tangente T' an den dur(^ A gehenden Querschnitt, schneidet auf T' die 
Länge dieses Kreises (2;rr) von A aus ab und projicirt die Strecke 2nr 
senkrecht auf T, so ist die Länge dieser Projection (=2yrrsinö) der 
zwischen p und p (wo 0=0) enthaltenen Zone Z proportional. 

Für kürzeste Linien auf Umdrehungsflächen ist dieselbe Projection 
constant. 

Setzt msÄifrdp=Fp^ so wird r sin « = ^~ ^ und tg ö = ^~^ ^ 
WO Ä für y k^T» —(Fp' — FpY gesetzt ist. Da femer tgö = ^-^, so wird 

^ r ±\R 

Das doppelte Vorzeichen zeigt, dass die Curve in symmetrische Hälften 
zerfällt, welche durch einen Meridianbogen geschieden werden, der die 
Axe der Curve genannt und für welchen ^ = gesetzt werden mag. Zu 
beiden Seiten dieser Axe wächst der Drehungswinkel q von NuD an mit 
wachsendem p ganz auf gleiche Weise bis zu einem Maximum q ^ wel- 
ches 9ar p = p eintritt, wo der Meridianbogen die Curve berührt. Die 
Grenzwerthe von p ergeben sich aus den Bedingungen dp = und 
R = }/hh^—(Fp*—FpY = ; seien sie p^ und p , r^ und r die dazu ge- 
hörigen r, so hat man 

Ar« = Fp* — Fp\ hr" = Ff — Fp\ 

daher 

wodurch die Constanten p' und h bestimmt werden, wenn man p^ und p" 
als gegeben betrachtet, wie es für das Folgende am bequemsten ist. 

Da r stets positiv ist, so wächst Fp=frdp mit wachsendem /i, 
und p' liegt nothwendig zwischen /?" und p . Zwischen diesen Grenzen 
darf aber r nicht gleich Null werden, wohl aber kann an einer dieser 
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t 

Grenzen, etwa p^,r^=:0 sein, ich schliesse jedoch diesen Fall für jetzt 
aus, um ihn nachher zu betrachten. 

Nach dem Vorstehenden hat man g = /*-^ • — ^ ~ ^ . 

Indem nun p von p an weiter wächst, wird Fp—Fp negativ, da- 
her nimmt von da q wieder ab um den Winkel 

. _ fdp ^ Fp-Fp' 

P 

so dass der ganze Drehangswinkel von p^ bis p beträgt 

^ap tp 

Vä 

Für diese Grenzwerthe p^ and pl' ist dp = oder cos ö = ; die Curve 



i- g' = r^p . Pp'—f^p 



berührt an diesen Stellen die Querschnitte p^ und p". 

Damit die Curve sich schliesse , muss q — q" = sein ; diese Be- 
dingung wird aber nur ausnahmsweise erfüllt, wie es sich am deutlichsten 
zeigt, wenn statt des Meridianbogens p die Flächenzone 2nFp als unab- 
hängige Veränderliche eingefiihrt wird. Es sei a eine beliebige constante 

(t d X 
Länge und ax = Fp =frdp^ femer sei r=fp=ipx^ also = dp^ 

auch werde aA' för A und aü' fiir jR gesetzt, so erhält man aus der 

Formel dq = — — ^~ ^ die folgenden : 

X 

, iidx jr' — X d^adx x* — x yrrs « . o ahdx adx 

d(/ = —y- . 



Vä 



X i^adx X — X ,/ , 9 . — 9 , 9 ah dx adx 



x" 



' — P ^dx x' — X „ _ p adx x — x' 
^ ""/ ~^^ >^' ^ ""/ ~^ Vä' ' 



•" « r''x'''\-T''x'' 



ffiebeiistr« = yarW a.rW=F/) furi = 0, 1, 2; K = ^-^^, ^ = ^o^^, 
jB' = ffir x = x^ und x = x\ 

Da (^j immer kleiner als 1 sein muss, also y-r-) <1, so muss 
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-9>ij-] oder a^ >((px .g)'xy sein; wird nur diese Bedingung erfüllt, so 

bleibt r noch eine eben so willkürliche Function von a?, wie es eine solche 
von p war. Die vorstehenden Ausdrücke von q und q" zeigen, dass diese 
beiden Grössen nur ausnahmsweise einander gleich sein können, da bei 
denselben festen Werthen von x\ x\ r^, r" der Verlauf der Function ifx 
oder r, ungeachtet der obigen Einschränkung, noch ganz unbestimmt bleibt. 
Wenn aber tpx gegeben ist, so steDt die Gleichung q—q^^ die Relation 
zwischen x^ und x dar, welche bestehen muss, damit die Curve sich 
schliesse. 

Wenn aber q von q verschieden ist, so muss unter der Voraus- 
setzung, dass q > q sei, ein Bogen des Querschnittes vom Halbmesser r", 
dessen Länge ^2r\q—q) ist, als Ergänzungsbogen eingeschaltet werden, 
um die Curve zu schüessen. 

Die voDständige geschlossene Curve kürzesten Umrings auf Um- 
drehungsflächen besteht demnach aus zwei analytisch ganz verschiedenen 
Theilen, nämlich aus den beiden symmetrischen Bogen, welche dem all- 
gemeinen Integrale der Differentialgleichung entsprechen, und welche ich 
mit dem Namen Halbrunde zu bezeichnen versucht habe, und aus dem die 
Enden derselben verbindenden Kreisbogen des Querschnitts, welcher der 
Lösung p = const. entspricht. Beide Theile gehen bei ihrem Zusammen- 
treffen nicht allein in Hinsicht ihrer Tangenten, sondern auch ihrer Krüm- 
mung so stetig in einander über, dass beiden nach der Abwickelung das- 
selbe h zukommt, oder wie es passender gesagt wird, der ergänzende 
Kreisbogen überträgt das ihm zugehörige h auf den ganzen weiteren Ver- 
lauf der Curve. 

Hieraus folgt, dass alle Curven kürzesten Umrings, deren Ergän- 
zungsbogen bei ungleichen Umfangslängen in denselben Querschnitt fallen, 
einerlei h haben. 

Da der Ergänzungsbogen auch beliebig und selbst unendlich klein 
werden kann, so gilt der vorstehende Satz nur so lange, als zwischen 
dem Querschnitt und der Curve noch eine Berührung zweiter Ordnung 
(ein Zusammentreffen in drei Punkten) besteht; dagegen ist eine Berüh- 
rung erster Ordnung (ein Zusammentreffen in nur zwei Punkten) nicht 
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mehr hinreichend, den fiir den Querschnitt geltenden Werth von h auf 
die ganze Curve zu übertragen ; der Ergänzungsbogen fällt dann, wenn er 
nicht überhaupt Null ist, in einen anderen Querschnitt. 

Um des oben ausgeschlossenen Falles r® = noch kurz zu erwäh- 
nen, so ist es passend, in diesem Falle p^^O zu setzen und das Integral 

Fv" 
frdp = Fp von p = anfangen zu lassen. Alsdann wird h = — ^ 



p 
und /?J9'= 0, daher y' = und q' = r^ . ^^ Dieses y" drückt 

den Winkel zwischen zwei Meridianebenen aus, von denen die eine durch 
die Axe der Curve, die andere durch die Tangente der Curve im Scheitel 
(wo r^ = 0) gelegt ist. 

Die Umdrehungsflächen sind die einzigen, welche unmittelbar ein 
Netz darbieten, worin die Curven der einen Art, nämlich die Querschnitte, 
zugleich die Eigenschaft haben, bei gegebenem Umfange einen möglichst 
grossen Flächenraum einzuschliessen. Es scheint mir aber für die An- 
schauung klar, dass auch auf unzähligen anderen Flächen ein solches 
Netz möglich sein muss, in welchem den Curven der einen Art dieselbe 
Eigenschaft zukommt. Diese Curven würden eine stetige Folge ge- 
schlossener, einander gegenseitig nicht schneidender Linien doppelter 
Krümmung auf der Fläche bilden, analog den Querschnitten der Umdrehungs- 
fläche. In dem Systeme dieser Curven würden dann, wie die obigen auf 
die allgemeine Differentialgleichung gegründeten Betrachtungen zeigen, 
die Ergänzungsbogen zu finden sein , welche zum Abschlüsse der Curven 
der gesuchten Art im Allgemeinen nöthig sind. 

Betrachtet man z. B. ein Ellipsoid mit drei ungleichen Axen, so 
scheint es mir, dass drei Systeme der genugsam bezeichneten Art — ich 
möchte sie der Kürze wegen einstweilen Ringsysteme nennen — bestehen 
werden, nämlich um jede Axe eines. Wenn nun ein geschlossener Faden 
von gegebener Länge durch zwei gegebene Punkte gelegt werden und 
dabei einen möglichst grossen Flächenraum einschliessen soll, so erhält 
man zwischen den Constanten der Integration (a und b) und der Grösse h 
ein System von drei transscendenten Gleichungen. Alsdann wird man 
vielleicht verschiedene Lösungen erhalten, je nachdem man von dem die 




/ 

/ 
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eine oder die andere Axe umgebenden Ringsysteme ausgeht, oder es kann 
auch das eine oder andere dieser Systeme sich als unbrauchbar erweisen. 
Da ich nicht im Stande bin, diese Yeimuthungen durch Rechnung zu 
unterstützen, so kann ich die sehr wünschenswerthen weiteren Aufklä- 
rungen nur der Zukunft anheimstellen. 

Dorpat, October 1878. 
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Zur Theorie der Kegelschnitte. 

(Von Herrn Miltnowski in Weissenburg i. E.) 



In dem Hauptwerke Steiners „Systematische Entwicklung der Ab- 
hängigkeit geometrischer Gestalten '^ hat der grosse Geometer die Kegel- 
schnitte aus einem Kreiskegel abgeleitet und, wie er später bemerkt, diese 
Darstellungsweise deshalb verlassen, weil die' Elementargeometrie nicht be- 
friedigend beweisen kann, dass jeder Kegel zweiten Grades von einer 
Ebene in einem Kreise geschnitten werden kann. Da sich jedoch die 
projectivischen Eigenschaften des Kreises auf die einfachste Weise, ergeben 
und auf Kegelschnitte übertragen lassen, so ist es wohl des Versuches 
werth, einen befriedigenden elementaren Beweis jenes Satzes aufzusuchen 
oder, was gleichbedeutend ist, (cf. Reyej Geometrie der Lage I. Th. 11. Aufl. 
Seite 90) den Nachweis zu fuhren, dass durch projectivische einförmige 
Grundgebilde keine anderen Curven 11. Ordnung als Kegelschnitte erzeugt 
werden können. Die Beziehungen zwischen den Brennpunktseigenschafl;en 
und den* projectivischen Eigenschaften eines Kegelschnittes würden dadurch 
sich einfacher erkennen lassen. Die Ableitung der ersteren aus den letzten 
vollzieht sich nicht ganz einfach; die folgende Darstellung versucht es, 
beide Arten von Eigenschaften in unmittelbare Verbindung zu bringen, 
und zwar mit Hilfe eines Abbildungsprincips, welches harmonische Ver- 
wandtschafi genannt werden soU. Um eine solche herzustellen, nehmen 
wir in einer Ebene einen festen Punkt P und eine feste Gerade p als 
Centrum und Achse der Verwandtschaft und nennen 2 Punkte verwandt, 
die durch P und p harmonisch getrennt werden und ebenso heissen 2 Ge- 
rade verwandt, welche durch P und p harmonisch getrennt werden. Ver- 
wandte Punkte liegen also mit P auf einer Geraden, verwandte Ge- 
rade schneiden sich auf p. Demnach liegen verwandte Punkte auf ver- 
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wandten Geraden and verwandte Gerade gehen durch verwandte Punkte; 
harmonischen Gebilden sind wieder harmonische Gebilde verwandt. 

Den Kegelschnitt definiren wir als geometrischen Ort eines Punktes, 
dessen Abstände von einem festen Punkte A und einer festen Geraden / 
ein constantes Verhältniss haben; F heisst Brennpunkt, l Leitlinie des 
Kegelschnitts K. Das constante Verhältniss sei p : q. Eine Gerade schneide 
K in B und C und die Leitlinie l m D\ wir fallen B 93 und C6 senk- 
recht auf /, dann ist BF : B^ = CF: C(B = p: q, also BF \ CF 
= Bas : C(E = BD: CD. Daraus aber folgt, dass die Gerade FD den 
einen der von den Geraden FB und FC gebildeten Winkel halbirt. Die in 
F auf FD errichtete Senkrechte d halbirt also den anderen Winkel; sie 
treffe BC in Di, dann sind BCDD^ harmonisch. Wenn sich BCximD 
dreht, so behält d oder FD^ seine Lage; es trennen also D und d jede 
durch D gezogene Kegelschnittssehne harmonisch, d ist die Polare von D. 
Sind BC und B^ Ci irgend 2 Sehnen durch J9, so folgt aus den harmo- 
nischen Eigenschaften des voUständigen Vierseits, dass die Schnittpunkte 
von BBi und CCi, Bd und Bi C auf d liegen, und wenn wir B und Bi 
zusammenfallen lassen, dass der Schnittpunkt der Tangenten in B und C 
auf d liegt. Da aber d den Winkel BFC halbirt, so folgt der Satz : Der 
Winkel, den 2 Brennpunktsstrahlen nach den Berührungspunkten zweier 
Tangenten bilden, wird durch den Strahl nach ihrem Schnittpunkt halbirt. 

Die von F blxiS l geföllte Senkrechte verlängern wir um sich selbst, 
errichten im Endpunkte der Verlängerung eine Senkrechte /*, und wählen 
F und f als Centrum und Achse einer harmonischen Verwandtschaft. In 
dieser ist der Geraden l die goo verwandt. Die Gerade d schneide K 
in F und &, so sind DE und DG Tangenten an K. Dem Kegelschnitt 
K ist eine Curve K verwandt; die den Punkten D, £, G verwandten 
Punkte seien D\ E\ G\ Es sind DE' und DG' Tangenten an K\ 
und da DD'F in einer Geraden liegen und D' auf goo sich befindet, so 
hat JP^ für K' die Eigenschaft, dass die Tangenten in den Endpunkten 
jeder durch J^ gezogenen Sehne auf dieser senkrecht stehen. Wenn die 
Tangenten in B und C an ^ sich in H auf d schneiden und B\ C", H' 
die verwandten Punkte sind, so müssen sich auch die Tangenten in B' 
und C an K in H' schneiden; H' liegt aber auch auf d und desshalb 
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ist A B'FH'm C'FH\ denn FW ist gemeinsam, A J?= C"= 90», und 
^ B'FW = C'FH", also BF = C'F, d. h. K' ist ein Kreis mit dem 
Mittelpunkt F, dessen Radius die halbe zur grossen Achse senkrechte 
Brennpunktssehne, der halbe Parameter, ist. Also: 

Einem Kegekchnäte Kj dem geometrischen Orte eines Punktes j dessen 
Entfernungen van einem festen Punkte F und einer Geraden l in einem can- 
stauten Verhältnisse stehen, ist der Kreis ÜT' um F mit dem J^lben Parameter 
als Radius verwandt^ in einer harmonischen YertßandtscJiaflj deren Centrum 
der Brennpunkt F und deren Achse f doppelt soweit von F entfernt wie die 
Leiäinie Ij dieser parallel ist und mit ihr auf derselben Seite von F liegt 

Von F fälle man auf l die Senkrechte Filf , constniire am M mit 
MF einen Kreis n , dessen Ebene auf l senkrecht steht, nehme auf seiner 
Peripherie einen beliebigen Punkt Ny lege eine beliebige Ebene @ parallel 
zu der durch N und / bestimmten Ebene, und projicire den Kegel- 
schnitt K von N aus auf S; welches ist die Form der Projection ÄC"? 

Es seien A^ A^ zwei feste Punkte von JC, A[ A^ die ihnen ver- 
wandten Punkte auf K\ X und X' zwei variable verwandte Punkte auf K 

9 

und K\ es treffen A^X und A^X die Gerade / in X^ und X»; A[X 
und A^X* die goo in Xi und X», dann sind X^ und X[^ X^ und X^ 

verwandt und liegen je mit F in einer Geraden, d. h. es ist 

FX, II AiX;, FX, II A^X; oder a X,FX, = A[X'A^. 

Da aber der letztere Winkel constant ist, so folgt: Prqjicirt man einen 
variablen Punkt X eines Kegelschnitts von 2 festen Punkten A^ und A^ auf 
die Leitlinicj verbindet die Prqjectionen Xi und X^ mit dem Brennpunkte Fj 
so scMiessen die Verbindungslinien einen constanten Winkel ein. 

Verbindet man den beliebig auf dem vorhin construirten Kreise n 
genommenen Punkt N mit X^ und X,, so muss der Winkel X^NX^ 
= XiFXi sein. Die Geraden NAi, NA^, NX mögen die Ebene OL in 
^;, ^i', X" schneiden; dann ist A'^ X" \\ NX^, Ai'X" II NX,, also 
^A"X"A2 gleich dem constanten Winkel X^NX,, d.h. der Ort des 
Punktes X" ist ein Kreis jK"', also : FäUt man vom Brennpunkte F auf die 
Leitlinie l eines Kegelschnittes K die Senkrechte FMj construirt mit MF 
um M einen Kreis x, dessen Ebene auf l senkrecht steht, so wird der Kegel, 
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dessen Scheitel N auf * liegt und dessen Basis der Kegelschnitt K ist, von 
jeder Ebene j welche der durch N und l bestimmten Ebene parallel istj in 
einem Kreise geschnitten. 

Für das Folgende wird noch der ans dem Vorigen sich unmittelbar 
ergebende Satz gebraucht: Jedes Stück einer Tangente zwischen den 
beiden Tangenten im Scheitel der grossen Achse erscheint dem Brenn- 
punkte unter einem rechten Winkel und umgekehrt: Dreht sich ein rechter 
Winkel um seinen Scheitel, so schneiden seine Schenkel 2 parallele Ge- 
rade in Punkten, deren Verbindungslinien einen Kegelschnitt einhüllen. 

Wir definiren 2 prqjectivische Strahlenbilschel als solche^ welche aus 
2 Punkten eines Kegelschnitts sämmtliche Punkte desselben prcjiciren^ und 
stellen die Frage: Durch wieviel Paare homologer Strahlen wird die 
Projectivität bestimmt? Diese Frage wird gleichzeitig mit der folgenden 
beantwortet: Wieviel Punkte bestimmen einen Kegelschnitt? 

Für den Kreis nehmen wir die Polareigenschaften als bewiesen an 
und folgern dieselben aus der harmonischen Verwandtschaft für den Kegel- 
schnitt. Dann aber folgt: Zwei Kegelschnitte sind identisch, wenn sie 
ftinf gemeinsame Punkte haben. — Es seien AB C D E diese 5 Punkte, 
es mögen sich AB und CD in F, AD und BC in G, AC und BD 
in H schneiden, dann ist für beide Kegelschnitte GH die Polare von F. 
Die Gerade FE schneide GH in £/, die Kegelschnitte in itfi und üf^; 
dann sind FLEMi und FLEMf harmonisch, also fallen Mi und ilf^ 
zusammen in M. Noch mögen sich DE und CM in JV, DM und CE 
in O schneiden, dann sind N und O sowohl, wie G und H harmonisch 
durch beide Kegelschnitte getrennt, also müssen sich diese in 2 Punkten 
P und Q auf GH schneiden. Ist nun X ein beliebiger Punkt von GH, 
so ist seine Polare für beide Kegelschnitte dieselbe, denn sie muss durch 
F gehen und PQ von X' harmonisch trennen. Daraus aber folgt, dass 
die Geraden XA, XB, XC, XD, XE, XM beide Kegelschnitte in den- 
selben Punkten treffen. Da X beliebig ist, so haben dieselben alle ihre 
Punkte gemeinsam. 

Auf dieselbe Weise, wie der obige Satz selbst, ergiebt sich die 
Umkehrung : 
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In einer harmonischen Verwandtschaft ist einem Kreise, dessen Mittel- 
punkt F das Centrum der Verwandtschaft ist, ein Kegelschnitt verwandt, in 
welchem F ein Brennpunkt ist. 

Wir kommen dazu folgenden allgemeinen Satz zu beweisen : 
In einer harmonischen Verwandtschaft ist einem Kreise stets ein Kegel- 
schnitt verwandt. 

Es seien O und b Centrum und Basis der Verwandtschaft. Die 
einem Kreise K verwandte Figur K' ist, wie sich unmittelbar aus den 
Eigenschaften der harmonischen Verwandtschaft ergiebt, von der 11. Ord- 
nung und II. Classe; für sie gelten alle Polareigenschaften eines Kegel- 
schnitts. Es soll gezeigt werden, dass sie ein Kegelschnitt ist. Zu dem 
Zwecke falle man von auf b eine Senkrechte, construire ihre Mittel- 
senkrechte g und deren Pol G in Bezug auf den Kreis Ä, so sind ihnen 
(7oo und ein Punkt G' verwandt, der alle durch ihn gezogenen Sehnen 
von K' halbirt; G' ist der Mittelpunkt von K\ Man falle GA±g, 
construire zu irgend einem Punkte B von g die Polare in Bezug auf jfiC, 
welche ^ in C schneiden mag. Ist M der Mittelpunkt von Ä, dann 
steht BGL CM und CG IBM und es ist ^ABG^^ACM, woraus 
AB. AC= AG. AM folgt. Die Geraden GA, GB, GC mögen b in 
3t, 93, S treffen; es ergeben sich die Proportionen 

AC : m = AG : SIG, 

also m.m = - ^^ • ®^' 



AG 

Demnach ist das Product 91 93 . 91 S constant, wie auch B auf g gewählt wird. 
Ein Kreis über 93S als Durchmesser treffe 9lilf in D und JB, so 
dass also 

Durch G\ D, E werde ein Kreis gelegt, welcher 6 in STOüWi schneidet, 
dann ist 6r'sro± 6r'ÜWi. Diesen Geraden sind 2 Gerade, m und iwi, durch 
G verwandt, welche in Bezug auf den Kreis K conjugirte Strahlen sind. 
Liegt G innerhalb K^ so schneiden beide, m und m^, den Kreis; liegt 
G ausserhalb, so trifft ihn nur eine. Daraus folgt, dass entweder beide 
Gerade 6r'ÜK und CüÄi die Curve U. Ordnung K' treffen oder doch 
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mindestens eine. — Im ersten Falle seien ÄÄl und TT^ die Schnittpunkte 
mit K' und äSj > TT^. Die Tangenten in Ä, Äi, T seien ^, ^i, ^; letztere 
schneide die beiden ersten in @ und ©i. Der Kreis über ©©, als Durch- 
messer muss ÄSi in 2 Punkten U und V schneiden, welche gleich weit 
von G' entfernt sind. — Im zweiten Falle schneide die eine Gerade K' 
in Ä und S^. Da goo die Polisu-e von G' ist, so hat die Curve K 
2 Asymptoten a und Oi mit den Berührungspunkten a und a^ ; die eine 
von ihnen möge die Tangenten s und s^ durch Ä und Si in S" und ©(' 
treffen, dann muss der über ©"©l' als Durchmesser beschriebene Kreis äSi 
in 2 Punkten schneiden, die gleich weit von G' abstehen; sie heissen 
U und F. — In beiden Fällen nehmen wir U und V als Brennpunkte 
eines Kegelschnitts K'\ desseü grosse Achse äSi ist. Irgend ein Punkt 
P von SSi hat fiir K' und K" dieselbe Polare /;, denn diese muss durch 
den Schnittpunkt (ssi) gehen, d. h. auf ÄSi senkrecht stehen und P von 
Ä und Si harmonisch trennen. Weil nun im ersten Falle T, im zweiten 
a ein gemeinsamer Punkt von K' und K" ist, so muss PT sowohl wie 
Pa jede der Curven in demselben Punkte schneiden. Da aber P ein be- 
liebiger Punkt von SSi ist, so haben K' und K' alle ihre Punkte ge- 
meinsam; K' ist also ein Kegelschnitt 

Wir können jetzt zeigen, dass sich durch 4 Punkte A^A^BC un- 
endlich viele Kegelschnitte legen lassen. — Zu dem Zwecke verbinden 
wir A^ und A^ mit B und C durch die Geraden Äi, ^2, Ci, c^ und schnei- 
den diese durch eine solche Gerade ijr in JB^, Ä«, Ci, C2, dass keine der 
Strecken B^ B^ und d C^ ganz innerhalb der anderen liegt, dass also 
entweder JBi B^ C^ C2 oder B^ C^ B^ C^ die Reihenfolge ist. Für jede 
dieser Reihenfolgen giebt es ein Punktepaar 93 ß, welches gleichzeitig die 
Strecken B^ C^ und B^ C\ harmonisch theilt. Auf dem über 936 als 
Durchmesser beschriebenen Kreise nehmen wir beliebig den Punkt 0, ver- 
längern die von auf g gefällte Senkrechte um sich selbst, errichten im 
Endpunkte der Verlängerung die Senkrechte b und wählen und b als 
Centrum und Achse einer harmonischen Verwandtschaft. In dieser ist der 
Geraden g die goo verwandt, also liegen die den Punkten B^B2 C^C^ ver- 
wandten Punkte Bl B^ C[ C2 im Unendlichen; es liegen B^ und B[^ 
B2 und ^2, C*! und C/, 6^ und Cg je mit in einer Geraden. Sind 

38* 
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A[ A^ B' C ^e zu A^ A^ B C verwandten Punkte, so sind AI B* B[^ 
A[ C Cl, A2 B' B^^ A^ C" Ci je in einer Geraden und parallel zu 
OB,B[, OC,C[, OB^B^, OC.Ci, da B[C[ B'^C^ im unendlichen 
liegen. Weil nach der Construction a. B^OB^^ C^O C^ ist , so muss 
auch A. AI B' A2 = A[ C'A^ sein. Daher liegen die vier Punkte A^A^ B* C 
auf einem Kreise K\ dem ein Kegelschnitt K durch die vier Punkte 
A1A2BC verwandt ist. Wenn der Punkt den über 93 S beschriebenen Kreis 
durchläuft, so durchläuft der Kegelschnitt K eine Reihe von Kegelschnitten, 
die sämmtUch durch die 4 Punkte A^A^BC gehen und ein Büschel bil- 
den. In einem Büschel giebt es demnach soviel Kegelschnittej als Punkte auf 
einem Kreise oder auf einer Geraden. Durch A^ denken wir uns eine Ge- 
rade gelegt, so muss sie von jedem Kegelschnitte des Büschels in einem an- 
deren Punkte geschnitten werden, denn 2 Kegelschnitte des Büschels können 
keinen fünften Punkt gemeinsam haben, weil sie sonst zusammenfallen 
würden, daher geht durch irgend einen fünften Punkt nur ein Kegelschnitt 
des Büschels oder: Durch fünf Punkte lässt sich stets ein einziger Kegel- 
schnitt legen. Hieraus aber folgt: Zwei prqfectivische Strahlenbüschel sind 
durch drei Paar homologe Strahlen bestimmt j und erzeugen stets einen 
Kegelschnitt. 

Von O fällten wir auf g eine Senkrechte, deren Fusspunkt JF^ sein 
mag; um F construiren wir mit FO einen Kreis, dessen Ebene auf g 
senkrecht steht, nehmen auf demselben beliebig den Punkt X an und 
legen durch X und g eine Ebene $. Jede dieser parallele Ebene schneidet 
den Kegel, welcher durch X und den zum Punkte gehörenden Kegel- 
schnitt des Büschels gelegt ist, in einem Kreise. Da g und X beliebig 
sind, so folgt: Jeder Kegelschnitt kann auf unendlich viele Arten in einen 
Kreis prqjicirt werden. 

Vermittelst der harmonischen Verwandtschaft sind wir mit geringer 
Rechnung gleichzeitig zu den Brennpunkts- und projectivischen Eigen- 
schaften der Kegelschnitte gelangt. 

Weissenburg i. E., Juli 1878. 
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Ueber ein besonderes Hyperboloid. 

Hierzu eine Fignrentafel. 
(Von Herrn Heinrich Vogt in Breslan.) 



EINLEITUNG. 

JN achstehende Untersnchung geht aus von dem bekannten Satze: 
Wenn unter den Strahlen eines Kegels vom zweiten Grade drei unterein- 
ander normale vorhanden sind, so enthält derselbe unendlich viele Tripel 
von Normalstrahlen*). Es wird dieser Satz und unabhängig davon der 
entsprechende für das Hyperboloid auf elementarem Wege bewiesen. Hier- 
bei zeigt sich, dass die durch drei normale Erzeugende charakterisirten 
Oberflächen zweiten Grades in gewisser Weise im Räume Eigenschaften 
der gleichseitigen Hyperbel wiederholen, der Kegel durch seine Beziehung 
zu dem speciellen Tetraeder, dessen Höhen sich in einem Punkte schnei- 
den, das Hyperboloid durch seine Beziehung zum allgemeinen Tetraeder. 
Femer steht das besprochene Hyperboloid in ähnlicher Weise dem ortho- 
gonalen Hyperboloid gegenüber**), wie in der Ebene die gleichseitige 
Hyperbel dem Kreise. Ausserdem sind Ausartungen desselben Paare von 
Normalebenen und das gleichseitige hyperbolische Paraboloid. 

Hierdurch scheint der Name „ gleichseitiges Hyperboloid " gerecht- 
fertigt, zumal auch schon Joachimsthal und Herr Fiedler auf dieses Ent- 
sprechen hingewiesen haben. 



*) JoachimHhalj dieses Journal Bd. 56, pag. 284. 
Hesse f Anal. Geom. des Ranmes, Vorl. 16. 

Salmon-FiedUr, Anal. Geom. des Ranmes Aufl. 2. Bd. 1. Art. 211. 
Vogt, der sphärische Kegelschnitt. Inaug. Dissert Breslau 1873, pag. 13. 
**) Schroter, dieses Journal Bd. 85. 
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§. 1. Der gleichseitige Kegel. 

Wenn in einem Kegel zweiten Grades mit dem Mittelpunkt drei 
Strahlen abc vorkommen, welche untereinander normal sind, und man 
legt durch einen beliebigen Punkt a des Strahls a eine Ebene 'il parallel 
zur Ebene (ä c) , so schneidet diese den Kegel in einer gleichseitigen Hy- 
perbel. Denn die Schnittcurve enthält als unendlich ferne Punkte die 
unendlich fernen Punkte von b und c, deren Richtungen also die Asymp- 
totenrichtungen der Curve sind. Sollte nun unter den erzeugenden Strahlen 
des Kegels noch ein anderes Tripel x y z von untereinander normalen 
Graden vorhanden sein, welches die Ebene 91 in den Hyperbelpunkten 
r 9 j durchbohren möge, so wäre Ebene Qv a) normal zu den Ebenen 
(t/ z) und 21, folglich zu deren Schnittlinie (9 g) ; 

ebenso {y a) normal zu (g r) 
und (z a) zu (x 9). 

Es müsste also auch Linie 

a* a) ± (9 i) 

(9 «) J- (ä r) 

(S «) ±(xxi) 
sein, d. h. von den vier Punkten r 9 j « müsste jeder der Höhenpunkt des 
von den drei andern gebildeten Dreiecks sein. Diese Bedingung ist noth- 
wendig, aber noch nicht hinreichend. Denn nimmt man einen Punkt r 
der gleichseitigen Hyperbel beliebig an, so giebt es unendlich viele Paare 
9 j auf derselben, deren Höhenpunkt mit r « ist*), nämlich die Schnitt- 



*) Zu drei Punkten einer gleichseitigen Hyperbel liegt immer ihr Höhenpunkt 
ebenfalls auf derselben, und umgekehrt: ein Kegelschnitt, welcher durch drei Punkte und 
ihren Höhenpunkt geht, ist immer eine gleichseitige Hyperbel. Schroter, Theorie der 
Kegelschn. §. 58, 42. SaUnofi- Fiedler ^ Geom. der Kegelschn. Art. 236. Dieser Satz er- 
giebt sich leicht als Folgerung des Paacahch^w Satzes: Ist H der Höhenpunkt des 
Dreiecks ABC, /Tdes Dreiecks AB D^ so ist ACHBKI) ein Pa^ca/sches Sechseck. 
Denn die Schnittpunkte (^C, BK) = k 

und {AD, BH) = /i 

stehen mit A und ß auch im Verhältniss von Ecke und Höhenpunkt d. h. (A k) J. {A B). 
Das dritte Seitenpaar (CH)^ (l^li) ist J. (AB)^ also parallel mit (lik), d.h. //, A*, 
(CH^DK) liegen in einer Graden. — Da nun ein Kegelschnitt, welcher durch Ecken und 
Höhenpunkt eines Dreiecks geht, nothwendig eine Hyperbel sein muss, so ercriebt sich, 
wenn man sich JJ als den einen unendlich fernen Punkt denkt, dass der andere A'^ in 
einer zu jenem rechtwinkligen Richtung liegt. 
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punkte aller zu (r «) normalen Graden mit der Hyperbel. Wählt man 
nun ()) j) so, dass sie Schnittlinie einer durch normal zu x gelegten 
Ebene ist, so ist 

ir ä) ± (t) a) 
(r5)±(0a), 

folglich (Xi)± Ebene (Oa\)), 

also y JLfri). 

Da nun nach Construction y JL or 

ist, so muss y ± Ebene (O x j) 

sein, also auch A.{yz) = 90\ 

Nennen wir die Höhenfusspunkte des Dreiecks 

so ist 

A (?: O ?) = (9 O 17) = (j O = 90^ 
also a Höhe der rechtwinkligen Dreiecke 

aO?), (90 17), (jOf), 
mithin 

(a x) .(«?) = (a p) . (a ^) = (a i) . (« ö = — a*. 

Dass die durch O zu o: normal gelegte Ebene oder, was dasselbe 
ist, die durch ? zu (r «) normal gelegte Grade die Hyperbel immer in 
zwei reellen Punkten 9 j schneidet, ergiebt sich in folgender Weise: 
Durchläuft x den Hyperbelzweig, auf welchem « liegt, so nimmt (r «) alle 
Richtungen an, welche in den die Hyperbel nicht enthaltenden Quadranten 
der Asymptoten möglich sind; die durch ? gehende Normale hat sämmt- 
liche Richtungen der andern Quadranten, schneidet die Hyperbel also 
immer in zwei reellen Punkten 9 j. Durchläuft x dagegen den a nicht 
enthaltenden Hyperbelzweig, so liegt g wegen der Relation (« r) . (a ?) = — a* 
innerhalb des Zweiges, welchem a angehört, die durch ? gehende Normale 
schneidet also ebenfalls die Hyperbel in zwei reellen Punkten. 

Somit gelten die Sätze: 

L Kommen in einem Kegel zweiten Grades drei Strahlen vorj welche 
untereinander normal sindj so enthält der Kegel unendlich viele solcher Tripel; 
nämlich fiir jeden Strahl giebt es zwei zu ihm und untereinander normale. 

II. In dem untersuchten Kegel zweiten Grades ist jede Ehene^ welche 
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denselben in einer gleichseitigen Hyperbel schneidet^ normal zu einer Erzeu- 
genden des Kegelsj und umgekehrt. 

III. Der Punkt, in welchem eine Ebene von dem zu ihr normalen 
Strahl des Kegels durchbohrt wird, ist Höhenpunkt zu den Durchbohrungs- 
punkten sämmtlicher Tripel von Normalstrahlen. 

Ein Beispiel dieses Kegels liefert jeder Kegel zweiten Grades, 
welcher die vier Höhen des speciellen Tetraeders enthält, dessen Höhen 
sich in einem Punkte schneiden*), oder, was auf dasselbe herauskommt, 
drei in einer Ecke zusammenstossende Kanten und die zugehörige Höhe. 
Denn jede dieser Höhen geht durch den Höhenpunkt der Gegenfläche; 
ein solcher Kegel schneidet also jede Fläche des Tetraeders in einer 
gleichseitigen Hyperbel. Wählen wir nun zu einem beliebigen Punkt x 
der gleichseitigen Hyperbel auf derselben zwei beliebige Punkte 9 j , welche 
mit X den gemeinschaftlichen Höhenpunkt a haben, so ist jedes derartige 
Tetraeder x \) ^ O ein Tetraeder mit Höhenpunkt; a ist der Höhenstrahl 
zu X y %^ d. h. die Schnittlinie der durch 

X auf {jf z) 

y auf {% 3c) 

z auf (x z) 

gelegten Normalebenen. Umgekehrt lässt sich auch jeder der Strahlen 

x y z als Höhenstrahl der von den drei übrigen gebildeten Ecke auffassen. 

rV. Enthält also ein Kegel zweiten Grades vier Strahlen^ von denen 
jeder der Höhenstrahl der drei andern ist, so enthält er unendlich viele solche. 
Quadrupel; nämlich der Höhenstrahl Jedes beliebigen Tripels seiner Erzeugen- 
den gehört ebenfalls zu seinen Strahlen. 

Als Bedingungen für vier solche charakteristische Strahlen des Ke- 
gels ergeben sich leicht 

cos (aar) . cos(j/z) = COS (ay) . cos(zx) = cos (aar) . cos(xy). 

Wir bezeichnen den Kegel als ^gleichseitig^. Als Ausartungen der 
durch vier Strahlen der angegebenen Art bestimmten gleichseitigen Kegel- 
schaar sind die drei Paar darunter enthaltenen unter einander normalen 
Ebenen zu betrachten. 



1) Siehe Baltzery Elem. der Math. Buch 5. §. 6, 10. 



H. Vogt^ über ein be»onderes Hyperboloid, 301 



§. 2. Das gleichseitige Hyperboloid. 

Sind unter den Erzeugenden eines Hyperboloids drei derselben 
Schaar angehörige a b c normal untereinander, so sind die zu ihnen pa- 
rallelen Strahlen, welche der andern Schaar angehören, ihre kürzesten 
Entfernungen a H c\ Wir nennen (S. Fig. 1) die Schnittpunkte von 

a mit y c 6 c 

b mit c d Ci tti 

c mit d V ^tW'i 
alsdann sind c 6 6s ag ai Ci sechs Ecken eines rechtwinkligen graden Pa- 
rallelepipedon, dessen Kanten wir in der genannten Umlaufsrichtung po- 
sitiv rechnen. 

Ist z ein beliebiger Strahl der Schaar ab c^ dessen Schnittpunkte 
mit d 6' c 

wir mit j ji j, 

bezeichnen, und sollte es ein Paar der Schaar d tl d angehörige Strahlen 
X jf geben 

[al a) = ]c, (x' b) = Xi, {x' c) = ]c„ 

(y'fl) = 9, (y b) =p„ (y c) = 92, 

welche z m ^fi rechtwinklig schneiden und untereinander normal sind, 

so wären zunächst im Tetraeder (r ^ ^2 ^2) zwei Paar Gegenkanten 

(je 9) = a, (]c, X)^ = c 
und (]c jca) = x\ (9 9,) = y* 

zu einander normal. Dies ist hinreichende und nothwendige Bedingung 
daför, dass die Höhen des Tetraeders sich in einem Punkte schneiden*), 
durch welchen auch die kürzesten Entfernungen der Gegenkanten b z gehen 
müssen. Der Höhenpunkt für das Tetraeder (r 9 ^2 X2) ist also (b'z) = ji. 
Da (9 Si) -L (car'), also auch (9 ji) ± (r 6,), weil (r 62) der Ebene (c x) an- 
gehört, und (6 62) -L (r )^), so ist ji Höhenpunkt des Dreiecks 
(r 62 9) und ebenso von (r, 6 ijj)? (^ v h)^ (9 ? ^2)- Darnach ist 

(B h) ■ (b b j + (b y) . (6 9) = 

(b, ii) . (b, bj H- ftajc,) . (ba^a) = 

u. s. w. D. h. sämmtliche Strahlen x y\ welche untereinander normal sind. 



*) Baltzer, Elem. der Math. Buch &, §. 6, 10. 

Joarnal fflr Ifathematik Bd. LXXXYI.' Heft 4. 39 
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z rechtwinklig schneiden und durch a und c gehen, schneiden auf a eine In- 
volution B mit dem Mittelpunkt b und der Potenz (b r) . (b ^) = — (6 ji) . (6 B,) 
aus. Da x y nun auch h schneiden sollen , bilden sie mit a h Ge- 
genkanten des Tetraeders (r 9 Xi )^0 9 dessen Höhenpunkt {2 ist. Deshalb 
müssen r ^ ein Punktepaar der Involution C sein, deren Mittelpunkt c und 
deren Potenz (c x) . (c ^) = — (c jO . (c Ci) ist; sie sind also das gemein- 
schaftliche Punktepaar der Involutionen B und C. 

Es ist zu erweisen, dass dieses Punktepaar immer reell vorhanden 
ist. Es ist der Fall, wenn wenigstens eine der beiden Involutionen ellip- 
tisch ist*). 

Die Ebene (ar H) schneidet die Ebenen (a c) und {c a) in den 
parallelen Graden (6 jg) luid (6, j) ; die durch js parallel zu H gelegte 
Grade schneide (j b«) i^ & ? so ist (£; a,) || (Ij, aj). 



folglich 



und wegen 



(b,ii) (jiä) (628) ' 



also 



fa fli) _ (t> 81) 
(^2 8) (^1 81) * 

Setzen wir letzteres Verhältniss = « , so wird , / t = — «, 



(«28) 



(«1 8) - 1 _ ^ (Ol 8) _ 



(a,3) ' («18) 1—*' 

Durch Projection auf die Ebene (n c) erhält man in derselben Weise 

(Ci 81) _ » — 1 
(C3«) » ■ 

Durch Vergleichung der zusanmiengehörigen Werthe von 

(^81) (gi8) (Ci&J 

(b,8i)' (öl 8)' (C8.) 
ergiebt sich, was auch die Anschauung lehrt, dass immer einer der Schnitt- 
punkte z. B. ji auf seiner Graden zwischen die Ecken (6 b^ des Parallele- 



*) Schroter, Geom. der Kegelschn. §• 16. 
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pipedon fällt, die beiden andern ausserhalb, und zwar, wenn wir eine 
bestimmte Umlaa&richtang festgesetzt haben, der eine, hier j,) hinter die 
Kantenstrecke (Ci c), der andere j vor die betreffende Strecke (a, aO*). 

Die Producte, welche negativ genommen die Potenzen der Invo- 
lutionen auf a b c liefern, sind 

(b3i).(BBJ^0, (ca.).(cc,)<0, 

(Ci j.) . (Ci c) 5^ 0, (a, c) . (a^o,) >0, 

(0, 3) . ia^a,) ^ Oi (baSi) . (b, b) =^0. 
Unter zwei zusammengehörigen Producten zeigt sich nie mehr als eins 
negativ; von den zusammengehörigen Involutionen ist also immer minde- 
stens eine elliptisch, die zusammenfallenden Punktepaare (r 9) und ebenso 
(ti ^i) , (Xi 9s) sind immer reell, folglich auch die zu z und untereinander 
normalen Strahlen x jf und die zu ihnen parallelen der andern Schaar 
angehörigen xjf, welche leicht zu finden sind, da der Mittelpunkt des 
Parallelepipedon (c 6 b^ a^ ai Ci) mit dem Mittelpunkt des Hyperboloids zu- 
sammenfällt. 

I. Kommen unter den Sirahlen eines Hyperboloids drei untereinander 
normale vor, so giebt es unendlich viele solche Tripel von NormalstraJUen, 
und zwar sind zu jedem Strahl in derselben Schaar zwei mit ihm und unter- 
einander normale vorhanden, welche elementar construirbar sind. 

IL Ist einmal eine Ebene, welche ein Hyperboloid in einer gleich- 
seitigen Hyperbel schneidet, nonnal ,zu einer Erzeugenden desselben, so gut 
dasselbe von jedem gleichseitigen Hyperbelschnitt. 

Wir nennen das so definirte Hyperboloid ^^gleichseitig^ . 

Satz II zeigt das gleichseitige Hyperboloid als analog zu dem von 
Steiner zuerst untersuchten, von Herrn Schröter „orthogonal" genannten 
Hyperboloid**), dessen Kreisschnitte zu je einer Erzeugenden normal sind. 
Jedoch fallt der Unterschied in die Augen, dass in jedem Hyperboloid die 
Kreisschnitte nur in zwei Ebenenrichtungen, gleichseitige Hyperbelschnitte 
dagegen im Allgemeinen in unendlich vielen Richtungen vorhanden sind, 



*) Diese Eigenschaften der Schnittverhältnisse gelten natürlich ebenso für das 
allgemeine Hyperboloid. 

**) Dieses Journal Bd. 85. 

39* 
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welche in den Mittelpunkt des Hyperboloids übertragen einen Kegel zweiten 
Grades umhüllen*). 

In den Tetraedern 

(?^9Vt^ feVsVilfi) friViVic). 

welche sämmtUch zwei Paar normale Gegenkanten 

{x y\ac) (pe' y\ cb) (x y\ ba) 

besitzen, sind die kürzesten Entfernungen der Gegenkanten 

(z,ft') (z,a') (z,c'), 

die Höhenpunkte ji j j,. 

Demnach gelten die Relationen 

(äi ?) • (äi n) = (Si 6) . (ji b,) 

(8 ?) • (8 ^) = (8 flJ • (3 öl) 

(8.?).(8.^) = (i«Ci)-(8.c)n 
Denken wir uns um die Ecken der beiden rechtwinkligen Parallelepipeda, 

welche von den Strahlen 

a b' c a b c 
und X y z x' y z' 

gebildet werden, die beiden Kugeln beschiieben, so sagen diese Relationen 
aus, dass die Punkte ji j j^ ^^ beide Kugeln gleiche Potenz haben, z also 
in der Ebene gleicher Potenzen der beiden Kugeln liegt Dasselbe gilt 
fiir die übrigen elf Kanten. Dies ist nur möglich, wenn beide Kugeln 
identisch sind. 

III. Die Ecken aller auf einem ffleichseitigen Hyperboloid zu verzeich- 
nenden rechtwinkligen graden Paraüelepipeda liegen auf dem Schnitt einer 
concentrischen Kugel mit dem Hyperboloid. 

Zu einem beliebigen Strahl z findet man hiemach die normalen, 
indem man die Schnittpunkte $17 von z mit der dem Parallelepipedon 
(c b bg ag ai Ci) umschriebenen Kugel aufsucht. Die durch $ 17 gehenden 
Sti'ahlen sind von der verlangten Art. 

rV. Die Quadratsumme der Kanten aller rechtwinkligen ParcUlelepipeda 
ist eine Constante; j7*-i-y*-i-ar* = r*, wo xyz die halben Kanten des Pa- 
rallelepipeds, r der Radius der umschriebenen Kugel ist. 



*) BeyeTy das räamliche Polarsystem. Inaug. Dissert Breslau 1868. 
♦*) Baltzevy Elem. Buch 5, §. 6, 10. 
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Die Tangentialebenen des Hyperboloids in den Punkten &2 Ci , a^ c, 
üi b sind paarweise parallel; die den Durchmessern ({\ Ci), (a« c), (a^ b) con- 
jugirten Ebenenrichtungen sind also die den Graden bcy ca^ ab parallelen. 
Legen wir eine Ebene durch den Mittelpunkt M senkrecht zu a\ so trifft 
diese die Mitte ni von (qi a»). Sie schneidet das Hyperboloid in einer 
gleichseitigen Hyperbel, deren Asymptotenrichtungen parallel b c sind. Der 
zu (ilf m) conjugirte imaginäre Halbmesser ist der, welcher gegen die 
Asympfotenricfatung b gleich geneigt ist, d. h. wenn wir die dritte durch 
b2 gehende Kante des Parallelepipeds ziehen, welche gleich und parallel 
(ag aO ist, so geht er durch deren Mitte n; seine Länge ist (ilf n) = (ilfm). 
Demnach sind (ilf b2) = r, (ilfm) = iw, (ilfn) = ii ein Tripel conjugirter 
Halbmesser, (ilf n) der imaginäre, (ilf b,) und (üf m) reell. 

Für drei conjugirte Halbmesser aßy eines einschaligen Hyper- 
boloids, von denen y imaginär sein möge, gelten die Beziehungen 

a* -4- j^' — y* = Const = «1 
aßy sin (aßy) = Const. = x, 
(aß sin (aß)Y— (ßy sin (ßy)f — (ya sin (/«))* = Const. = x,, 

vfo aßy sin (a ß y) das Volumcn des durch aßy bestimmten Parallelepipedon 
bedeutet, aß%\xi(aß) die Fläche des durch aß bestimmten Parallelogramms. 

Es ist r* = a*4-6*-hc', m^ ^n* = b* -^c*, wenn abc die halben 
Kanten des Parallelepipedon sind; mithin 

r* -h m* — n* = Xi = a' -h ** + £?*, 

worin die pag. 304 als Constante festgestellte Grösse wiederkehrt. 

Dreieck (ilfmn) ist gleichschenklig, (mn) = 2c?, die zugehörige 
Höhe = 6, mithin der Flächeninhalt des durch tn und n bestimmten Pa- 
rallelogramms = 2bc. Für das Parallelepiped (r n rn) ist die zugehörige 
Höhe (bg n) = a , mithin 

V. rmn sin(rmn) = 9c^ = 2abc. D. h. auch das Volumen der 
auf dem gleichseitigen Hyperboloid zu verzeichnenden rechtwinkligen ParaUele- 
pipeda ist constant. 

(62 n) ist senkrecht auf der Ebene (ilf m n); legt man also eine 
Ebene durch (62n)±(ilf m), welche (ilfm) in p schneiden möge, so ist 



306 B' Vogt^ über ein besonderes Hyperboloid. 

(f>,p) 1 (Mm), (np) ± (Jf m), (b,n) 1 (pn); 

folglich 

m« (h,p)^ = m» (b, n)« + m" (l) n)S 

und wegen m = n 

m* (b, p)» = n» (b, u)' + !»• (p n)% 
oder 

(r i9t sin (r m))* — (m n sin (in »))' — (ii r sin (n r))' = «^ = 0. 

Wenden wir diese Beziehungen aof die Halbaxen A B C des Hy- 
perboloids an, so ergiebt sich 

il»+ IP-C« = a» + Ä« + c«, 

VI. Die letzte Bedingung ist die för die Art des Hyperboloids cha- 
rakteristische; sie lässt sich in die Formen 

(1.) ^Ä=C>G?Tfi* (2.) g+g=i (3.) i^-h^_-A-^ = 

bringen. 

Form (1.) sagt aus: Die imaginäre Axe des gleichseitigen Hyper- 
boloids ist gleich der Höhe eines rechtwinkligen Dreiecks, dessen Katheten 
die beiden reellen Axen sind. Form (2.) ergiebt: Sind 9,* die Winkel, 
welche die imaginäre Axe gegen die den Axenschnitten (A C) , (B C) an- 
gehörigen Asymptoten bildet, so ist 

-^ -h -^~-^ - 1 oder tg«9 -h tg«* = tg«9.t««*, 

welches zugleich die für den gleichseitigen Kegel charakteristische Bedin- 
gung ist Form (3.) entspricht der för die ebene gleichseitige Hyperbel 
geltenden Relation 

1 L = o-) 



sie ergiebt als Axengleichang des gleichseitigen Hyperboloids 

x'—z' 



A* 



-I- ßt -^' 



*) Saltnon- Fiedler, Anal. Greom. des Raomes Aufl. 2. Bd. 1 Art 211. 
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Es tritt hier abermals ein Vergleich mit dem orthogonalen Hyperboloid 
nahe, dessen Axen an die Beschränkung 

A* B" ^ C ^ 

gebunden sind*), so dass seine Axengleichung 

ist. Es zeigt sich, dass durch Vertauschung der imaginären und der klei- 
neren reellen Axe beide Hyperboloide wechselweise in einander übergehen 
in ähnlicher Weise, wie in der Ebene durch Imaginärsetzen einer Axe 
aus dem Kreise eine gleichseitige Hyperbel wird, und umgekehrt 



§. 3. Das gleichseitige Rotationshyperboloid. 

Nehmen wir an (S. Fig. 1), dass auf einem gleichseitigen Hyper- 
boloid ein Tripel von Normalstrahlen a b c vorhanden ist, deren gegen- 
seitige Abstände gleich sind, so sind c 16 62 a« a^ Ci sechs Ecken eines 
Wurfeis. Fassen wir nun drei Strahlen des Hyperboloids z x jf auf, die 
wir dadurch definiren, dass 

(B^äi) (a,;i) (b9) 

sein soll; so schneidet offenbar % die Graden d V c in derselben Weise, 

wie x' b c a 

und y c a b ^ 

d. h. alle entsprechenden Strecken sind gleich, zum Beispiel 

Nun ist 

A (6 ai 8.) o» (62 ai 3) «°d (&ä«c)c«(a6aaa), 

folglich 

Es sind hierbei im ersten Dreieckspaare die Strecken (b jt) (b^ j), im 
zweiten (b jO (i ^t) ^ entsprechend gesetzt, was einen Wechsel der 



*) Schröter^ dieses Journal Bd. 85 pag. 46. 
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positiven Richtung auf (6, g) bedeutet. Dies mtiss dadur«h ausgeglichen 
werden, dass wir auch die Richtungen der andern Dreiecksseiten umkehren, 
also statt (agb«) (O^aj) setzen*). Alsdann ergiebt sich 

^=ig,(H).w=-«i.). (».*), 

In ähnlicher Weise folgt 

(C8,).(c0 + (crt.(c9) = 0. 

Diese beiden Bedingungen sind nach pag. 302 hinreichend und noth- 
wendig dafür, dass x y % untereinander normal sind. Es schneiden also 
drei derselben Schaar an gehörige normale Grade x y z 

die Kanten ah c h c a c a b 

in gleichen Verhältnissen. Da nun die Kanten auf x y z Seimen der um 
(c b bs a2 ai cj umschriebenen Kugel sind und innerhalb dieser Kugel unter 
gleichen Bedingungen gezogen sind, so sind sie untereinander gleich; das 
Parallelepipedon (xyz) ist also ebenfalls ein Würfel, und da er derselben 
Kugel eingeschrieben ist, congruent (a b c). 

Da (b b«) und (iy g), (a, a^ und (iy f) , (Ci c) und (17 1) gleiche Sehnen 

von Kreisen sind, so ergiebt sich 

(äi5)= (8,6.), (8i^) = (8i6) 
(8 t) = (8 Ö2), (8 n) = (8«i) 
(8» 5) = (8»0, ihn) = (8»c). 

Die beiden Würfel schneiden also gegenseitig ihre Kanten in gleichen 

Verhältnissen. 

I. Lassen sich auf einem Hyperboloid sechs Kanten eines Würfels 
aufzeichnen, so lassen sich ihm unendlich viele Jenem congruente Würfel auf- 
zeichnen; zwei beliebige unter ihnen schneiden gegenseitig ihre Kanten in 
gleichen Verhältnissen. 

Wählen wir als x y z diejenigen Graden, welche durch die Mitten 
der Kanten des Würfels (a b c) geben, so sind diese Punkte zugleich die 



*) Derselbe Widersprach zeigt sich aus demselben Grande bei einem bekannten 
Satz für ein rechtwinkliges Dreieck (a b c) , in dem die Höhe auf die Hypotenuse (c b) sei. 

Hier ist A (^ b c) c/r (ebb), woraus -jt-I = ^r-Vr und (c b)* = (a b) . (b b) folgen 
würde, was nicht richtig ist. 
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Mitten der Kanten von (x y z). Eine Grade, welche den Würfelmittelpunkt M 
mit einer Kantenmitte verbindet, ist normal auf beiden Kanten, folglich 
auf deren Ebene, welche Tangentialebene des Hyperboloids im Kanten- 
mittelpunkt ist. 

Die Ebene der sechs Kantenmitten ist also Axenebene des Hyper- 
boloids. Da aber jene sechs Punkte Ecken eines regulären Sechsecks 
sind, so ist der Axenschnitt des Hyperboloids ein Kreis, dasselbe ist also 
ein Rotationshyperboloid. Es folgt dies auch daraus, dass die zwölf in 
Betracht kommenden Ecken der beiden Würfel (jabc) und (xyz) zu je 
sechs auf zwei Kreise vertheilt sind, dass also die ihnen umschriebene 
Kugel das Hyperboloid in zwei Kreisen schneidet. Die Grade, welche die 
beiden nicht auf dem Hyperboloid liegenden Ecken des Würfels (a b c) 
mit M verbindet, ist normal zu der durch die Mitten der sechs Kanten 
gehenden Ebene; sie ist identisch mit der hyperbolischen Axe des Hyper- 
boloids, und die Eckenpaare aller auf dem Hyperboloid zu beschreibenden 
Würfel fallen auf ihr mit den beiden Ecken von (a b c) zusammen. 

II. Ein Hyperboloid^ auf dern sich sechs Kanten eines Würfels ver- 
zeichnen lassen^ ist ein gleichseitiges Rotationshyperboloid; dasselbe wird er- 
zeugt durch sechs Kanten eines Würfels, wenn derselbe um diejenige Grade 
als Axe rotirt, welche durch die beiden jenen sechs Kanten nicht angehßrigen 
Gegenecken geht. 

Die hyperbolische Axe eines gleichseitigen Rotationshyperboloids 
ist gleich der halben Diagonale eines Quadrats, dessen Seite die reelle 
Axe ist. Seine Axengleichung ist 



§. 4. Beziehungen des gleichseitigen Hyperboloids zum Tetraeder. 

Sind {A a) = a, {B b) = 6, (Oc) = c, (Dt)) = d die Höhen eines 
Tetraeders {AB C D)^ so sind die Projectionen von je dreien unter ihnen 
auf die durch ihre Ausgangspunkte bestimmte Tetraederfläche die Höhen 
dieser Fläche. Also die rechtwinkligen Projectionen von ab c auf die 
Fläche (ABC) schneiden sich im Höhenpunkt b' des Dreiecks (A B C). 

Joarnal (Ur Mathematik Bd. LXXXVL Heft 4. ^ 
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Die in b' auf {ABC) errichtete Normale d' schneidet a b c und ist 
parallel d. Dasselbe gilt für die drei andern Flächen ; es sind also ab c d 
Erzeugende eines Hyperboloids, die in den Höhenpunkten der Seiten er- 
richteten Normalen d b c d' sind die zugehörigen Parallelstrahlen aus der 
andern Schaar*). Legt man durch {AD) {BD) {CD) Ebenen nor- 
mal zu {BCD) {CAD) {ABD), 
so liegen a b c 
in diesen Ebenen, schneiden also sämmtlich die Schnittlinie derselben iT, 
welche wir als den Höhenstrahl der Ecke D bezeichnen. Die vier Höhen- 
strahlen a §! Y- ^' sind also ebenfalls Erzeugende des Hyperboloids. 

Die Ebene {ABC) schneidet das durch a b c d bestimmte Hy- 
perboloid in einer Curve, welcher die Punkte A B Cr>t> angehören. Diese 
Schnittcurve ist, da die Punkte A B Ct) im Verhältniss von Höhenpunkten 
zu einander stehen, eine gleichseitige Hyperbel ; und weil {ABC)l^d^ ist 
das Hyperboloid ein gleichseitiges. 

Sind umgekehrt b c d drei beliebige, derselben Schaar angehörige 
Strahlen eines gleichseitigen Hyperboloids, und schneidet man dieselben 
durch eine beliebige normal zu d gelegte Ebene m BC\>^ so ist die 
Schnittcurve eine gleichseitige Hyperbel. Schneidet der zu d parallele 
Strahl des Hyperboloids rf' die Ebene {B C b) in b', so liegt auch der 
Höhenpunkt A von B Ci' auf der Schnittcurve. Der durch A gehende, 
der Schaar b c d angehörige Strahl des Hyperboloids a lehnt sich ebenso 
wie b und c an die durch den Höhenpunkt b' von ABC gehende Nor- 
male d' an; a b c würden also Höhen eines Tetraeders sein, dessen drei 
fehlende Flächen sich durch {AB) {B C) {CA) 
senkrecht zu c a b 

legen lassen. Die vierte Höhe dieses Tetraeders müsste der hyperboloidi- 
schen Schaar a b c angehören und parallel d' sein, d. h. sie ist identisch 
mit d. 

Drei beliebige Strahlen eines gleichseitigen Hyperboloids können 
also immer, wenn sie derselben Schaar angehören, als Tetraederhöhen 



*) BaUzeTy Eiern. Bach 5, §. 6, 9 giebt die hierauf bezügliche Litteratur voll- 
ständig an. Wir verdanken diesen Satz Steiner und JoachimathcU. 
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gedacht werden. Das Tetraeder ist aber dadurch noch nicht vollständig 
bestimmt. Da a L(B CD)^ d ±(B C Ä)y so muss (Ä O) parallel der 
kürzesten Entfernung der Graden a d sein. Verschieben wir nun b auf rf, 
also (^BCb) parallel mit sich selber, so bleibt, weil b und c sich nicht 
schneiden, (JS C) sich nicht parallel (sondern durchläuft ein hyperbolisches 
Paraboloid), folglich bleibt auch die kürzeste Entfernung der Strahlen a d 
nicht dieselbe, es ändert sich also auch der Strahl a auf dem Hyperboloid. 
Die Richtung von (A D) dagegen bleibt, da sie paiallel der kürzesten 
Entfernung (b c) ist, constant, woraus sich ergiebt, dass a sänmitliche 
Strahlen des Hyperboloids durchläuft. 

I. Vier beliebige Erzeugende aus derselben Söhaar eines gleichseitigen 
Hyperboloids sind immer Höhen eines Tetraeders. (Höhenstrahlen der Ecken 
eines Tetraeders^ Normalen in den HöhenschnittpunJcten der Flächen), 

II. Drei Höhen eines Tetraeders (Höhenstrahlen der Ecken, Normalen 
in den Höhenpunkten der Seiten) erzeugen immer ein gleichzeitiges Hyperboloid^ 
dem auch die vierte Höhe (Höhenstrahl, Normale) angehört. 

Die Frage: Unter welcher Bedingung erzeugen drei Grade ein 
gleichseitiges Hyperboloid? ist identisch mit der anderen: Wann sind drei 
Grade Höhen eines Tetraeders? 

Sind b c mit der kürzesten Entfernung (81 82) = s zwei beliebig im 
Raum liegende Strahlen, und ist A Ecke eines Tetraeders, für welches 
b c Höhen sind, so lege man durch A Ebenen ± b und c, welche sich 
in einer Graden A D schneiden mögen ; 

die Ebene durch A ± b schneide c in C, 
die durch A L c schneide b m B^ 
so müssen sämmtliche durch A möglichen Teti'aederhöhen a, da sie nor- 
mal zu einer (B C) enthaltenden Ebene sein sollen , L(BC) sein. Alle 
durch einen Punkt A gehenden zu b c gehörigen dritten Höhen liegen in 
der Ebene, welche man durch A normal zu (BC) legen kann. 

III. Aendert man die Lage von A im Räume, so füllen sämmtliche 
zu b c zugehörigen Höhen einen Plückerschen *Strahlencomplex ersten Grades, 
dessen Charakteristikum eben dies ist, dass die durch einen Punkt des 
Raumes gehenden Strahlen in einer Ebene liegen, und wie sich daraus 

40* 
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Die in b' auf ( Jl Ä CO errichtete Normale d' schneidet a b c und ist 
parallel d. Dasselbe gilt für die drei andern Flächen ; es sind also ab cd 
Erzeugende eines Hyperboloids, die in den Höhenpunkten der Seiten er- 
richteten Normalen a b' c d' sind die zugehörigen Parallelstrahlen aus der 
andern Schaar*). Legt man durch {AD) {BD) {CD) Ebenen nor- 
mal zu {BCD) {CAD) {ABD), 
so liegen a b c 
in diesen Ebenen, schneiden also sämmtlich die Schnittlinie derselben (f, 
welche wir als den Höhenstrahl der Ecke D bezeichnen. Die vier Höhen- 
strahlen a §! Y- ^' sind also ebenfalls Erzeugende des Hyperboloids. 

Die Ebene {ABC) schneidet das durch a b c d bestimmte Hy- 
perboloid in einer Curve, welcher die Punkte A B Cr>t> angehören. Diese 
Schnittcurve ist, da die Punkte A B Ci' im Verhältniss von Höhenpunkten 
zu einander stehen, eine gleichseitige Hyperbel ; und weil {ABC) Ld^ ist 
das Hyperboloid ein gleichseitiges. 

Sind umgekehrt b c d drei beliebige, derselben Schaar angehörige 
Strahlen eines gleichseitigen Hyperboloids, und schneidet man dieselben 
durch eine beliebige normal zu d gelegte Ebene in JS C b, so ist die 
Schnittcurve eine gleichseitige Hyperbel. Schneidet der zu d parallele 
Strahl des Hyperboloids d' die Ebene {B C b) in b', so liegt auch der 
Höhenpunkt A von B Ci' auf der Schnittcurve. Der durch A gehende, 
der Schaar b c d angehörige Strahl des Hyperboloids a lehnt sich ebenso 
wie b und c an die durch den Höhenpunkt b' von ABC gehende Nor- 
male d' an; a b c wurden also Höhen eines Tetraeders sein, dessen drei 
fehlende Flächen sich durch {A B) {B C) {CA) 
senkrecht zu c a b 

legen lassen. Die vierte Höhe dieses Tetraeders müsste der hyperboloidi- 
schen Schaar ab c angehören und parallel d' sein, d. h. sie ist identisch 
mit d. 

Drei beliebige Strahlen eines gleichseitigen Hyperboloids können 
also immer, wenn sie derselben Schaar angehören, als Tetraederhöhen 



*) BaUzeTj Elem. Bach 5, §. 6, 9 giebt die hierauf bezügliche Litteratur voll- 
ständig an. Wir verdanken diesen Satz Steiner and JocichimsthaL 
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gedacht werden. Das Tetraeder ist aber dadurch noch nicht vollständig 
bestimmt. Da aL{BCD), d±(BCA), so muss (B C) parallel der 
kürzesten Entfernung der Graden a d sein. Verschieben wir nun b auf rf, 
also (BCb) parallel mit sich selber, so bleibt, weil b und c sich nicht 
schneiden, (Ä C) sich nicht parallel (sondern durchläuft ein hyperbolisches 
Paraboloid), folglich bleibt auch die kürzeste Entfernung der Strahlen a d 
nicht dieselbe, es ändert sich also auch der Strahl a auf dem Hyperboloid. 
Die Richtung von {AD) dagegen bleibt, da sie parallel der kürzesten 
Entfernung (b c) ist, constant, woraus sich ergiebt, dass a sämmtliche 
Strahlen des Hyperboloids durchläuft. 

I. Vier beliebige Erzeugende aus derselben Sehaar eines gleichseitigen 
Hyperboloids sind immer Höhen eines Tetraeders. (Höhenstrahlen der Ecken 
eines Tetraeders^ Normalen in den HöhenschnittpunJcten der Flächen). 

II. Brei Höhen eines Tetraeders {Höhenstrahlen der Ecken, Normalen 
in den Höhenpunkten der Seiten) erzeugen immer ein gleichseitiges Hyperboloid, 
dem auch die vierte Höhe {Höhenstrahl Normale) angehört 

Die Frage: Unter welcher Bedingung erzeugen drei Grade ein 
gleichseitiges Hyperboloid? ist identisch mit der anderen: Wann sind drei 
Grade Höhen eines Tetraeders? 

Sind b c mit der kürzesten Entfernung (äi 8,) = s zwei beliebig im 
Raum liegende Strahlen, und ist A Ecke eines Tetraeders, fiir welches 
b c Höhen sind, so lege man durch A Ebenen ± b und c, welche sich 
in einer Graden A D schneiden mögen ; 

die Ebene durch A \^ b schneide c in C, 
die durch A L c schneide 6 in J3, 
so müssen sämmtliche durch A möglichen Tetraederhöhen a, da sie nor- 
mal zu einer {B C) enthaltenden Ebene sein sollen , ± {BC) sein. Alle 
durch einen Punkt A gehenden zu b c gehörigen dritten Höhen liegen in 
der Ebene, welche man durch A normal zu {B C) legen kann. 

III. Aendert man die Lage von A im Räume, so ßillen sämmtliche 
zu b c zugehörigen Höhen einen Pliickerschen *Strahlencomplex ersten Grades, 
dessen Charakteristikum eben dies ist, dass die durch einen Punkt des 
Raumes gehenden Strahlen in einer Ebene liegen, und wie sich daraus 

40* 
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§. 5. Das gleichseitige hyperbolische Paraboloid. 

Unter den Strahlen des nach Massgabe des vorigen Paragraphen 
durch zwei Grade b c bestimmten Complexes befinden sich auch alle die- 
jenigen, welche die kürzeste Entfernung von b und c, die wir jetzt s 
nennen wollen, rechtwinklig schneiden. Ist a ein solcher Strahl, so dass 
s also a b c rechtwinklig schneidet, so geht das durch a b c bestimmte 
Hyperboloid in ein gleichseitiges hyperbolisches Paraboloid über, dessen 
der Schaar a b c angehörige Erzeugende sämmtlich normal zu s sind. 
Alle Erzeugenden der andern Schaar sind normal zu einer der Schaar 
a b c angehörigen Graden s. Der Schnittpunkt (js s) ist der Scheitel S 
des Paraboloids *). 

Es leuchtet ein, dass das gleichseitige hyperbolische Paraboloid der 
fiir das gleichseitige Hyperboloid aufgestellten Definition entspricht. Zu 
jedem Strahl x ist ein normaler y vorhanden, da ja die der Schaar a b c 
angehörigen Erzeugenden sämmtliche zu s normale Richtungen durchlaufen; 
wir haben also unendlich viele Tripel von Normalstrahlen x y s\ von 
denen immer zwei einer Schaar angehören ; der dritte ist der Scheitelstrahl 
der andern Schaar. Es sind von den sechs Kanten der auf einem gleich- 
seitigen Hyperboloid zu verzeichnenden rechtwinkligen Parallelepipeda nur 
drei aneinander stossende endlich geblieben. Eine normal zu x gelegte 
Ebene schneidet das Paraboloid in einer gleichseitigen Hyperbel, deren 
Asymptotenrichtungen y s sind. Eine normal zu s gelegte Ebene schneidet 
das Paraboloid in einer Graden der Schaar a b c und in der der andern 
Schaar angehörigen unendlich fernen Erzeugenden. Dieser Schnitt kann 
sowohl als Ausartung der gleichseitigen Hyperbel wie des Kreises aufge- 
fasst werden, so dass das gleichseitige hyperbolische Paraboloid als Spe- 
cialität des gleichseitigen und des orthogonalen Hyperboloids auftritt**). 

Zwei Paar Normalstrahlen x y^ x y aus den beiden Schaaren des 
Paraboloids sind Gegenkantenpaare eines Tetraeders, dessen Höhen sich 
in einem Punkte Ä, dem Schnittpunkt der kürzesten Entfernungen s s" 



*) Steiner j System. Entw. pag. 210. 
**) Schröter^ dieses Journal Bd. 85. 
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der Gradenpaare xj/^ x y schneiden. Setzen wir die Punkte 

(ara:') = ]c, (ory') = 9, (or^') = ^ 

iyoc) = Xi, (yy) = 9M iys') = ^, 

{x' s) = ö', iy' s) = §;, 
SO ist (5 g) . (5 ö J = (S ö') . (Ä 81) 

(ßrt.(öy) = - (8Ä).(d8,)*). 

Variiren wir also das Strahlenpaar x j^, so sind 8' i[ auf * und x ^ 
auf j[" Punktepaare von Involutionen mit den Mittelpunkten Ä und 8. 

Die Ebenen (sx) und (sy) sind Paare einer Ebeneninvolution 
mit der Axe *, und zwar ist diese Ebeneninvolution ein Kreissystem; 
demgemäss bilden die Punktepaare r ^ , in denen x diese Ebenen durch- 
bohrt, eine elliptische Involution, d. h. r ö sind immer durch 8 getrennt. 
Hieraus ergiebt sich auch, dass Ä die Punktepaare 8' 81 trennt. 

I. Die Paare von Normalstrahlen aus einer Schaar eines gleichseitigen 
hyperbolischen Paraholoids schneiden auf sämmtlichen Strahlen der andern 
Schaar elliptische Involutionen aus, deren Mittelpunkt der jedesmalige Durch- 
schnitt mit dem Scheitelstrahl ist Die Potenz auf einem Strahl x ist gleich 
dem negativ genommenen Rechteck atis den Abständen des Strahls x von dem 
zugehörigen Normalstrahl y und dem Scheitelstrahl s. 

Es ergeben sich leicht Ausdrucke der Abhängigkeit der Potenz 
auf einem Strahl x von der auf dem Scheitelstrahl: Setzen wir letztere 
= — f»*, so ist 

(n).(89) = — (öS).(ö8J = — (öÄ).(öS + Ä8J 

WO d der Abstand des Strahls x vom Scheitel ist. 

(Ä8') und (Ä8l) sind die Normalprojectionen von (8 r) und (8^) 
auf s\ setzen wir 

so ist 

^ ' '^ COS* a cos* a 

Aus der Zusammenstellung beider Relationen folgt 

^ \ cos* a r 



♦) S. pag. 301 und 304. 
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IL Wir können das gleichseitige hyperbolische Paraholoid als eine 
Schraubenfläche auffassen^ welche entsteht^ wenn eine Grade x sich rechtucinklig 
an einer Leitlinie s entlang schiebt^ so dass die trigonometrische Tangente 
des Winkels gegen eine Anfangslage s der Entfernung von dieser Anfangslage 
yroportional ist 

Wählen wir fiir x denjenigen Strahl, welcher gegen s den Winkel 
a = 45^ bildet, also tg a = 1 , d = ji*. t sei der Punkt, in welchem er die 
Ebene durchbohrt, die den Winkel (s s) halbirt, d. h. ein Punkt der 
Scheitelparabel. Die genannte Ebene schneide die Ebene (s s') in fj ^ die 
von t auf (^ss) gefällte Normale 5 treffe ly in ti, so ist 

A. (8StJ = (ötjÄ) = (t,öt) = (t,t8) = 45^ 

also 

Da $ ^ Abscisse und Ordinate der Parabel für ihre Scheitelgleichung iy*= 2p^ 
sind, so ist g wegen iy^=2$* gleich dem Parameter p derselben, folglich 
auch fA = p. 

Die Potenz der Involution auf einem Scheitelstrahl ist gleich dem 
negativ genommenen Quadrat des Parameters der Scheitelparabel. 

Breslau, den 26. November 1878. 
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Ueber eine Beziehung der complexen Mnltiplication 
der elliptischen Integrale znr Rednction gewisser Klassen 

Abelscher Integrale anf elliptische. 

(Von Herrn L. Konigsberger in Wien.) 



Uie Fragen, welche die Beziehungen Aft^/scher Integrale unter 
einander oder die Reduction von einzelnen Integralen algebraischer Func- 
tionen gewisser Irrationalität auf solche niederer Irrationalität betreffen, 
sind bisher nur in sehr vereinzelten Fällen in Angriff genommen worden, 
und es darf in diesem Augenblicke nur die Untersuchung der auf alge- 
braisch-logarithmische Functionen reducirbaren hyperelUptischen Integrale 
als erledigt betrachtet werden. Für die auf elliptische Integrale reducir- 
baren hyperelliptischen Integrale, unter denen bekanntlich von Legendre 
und Jacobi zuerst einige Fälle von Integralen erster Ordnung gefunden und 
von Hermite vor Kurzem zwei derselben Ordnung angehörige auf elliptische 
Integrale zurückfuhrbare aufgestellt worden, habe ich im 85. Bande 
dieses Journals mit Hülfe der Reduction der allgemeinen Transformation 
auf eine rationale die Möglichkeit gezeigt, beliebig viele solcher hyper- 
elliptischen Integrale herzustellen. Bei Gelegenheit dieser letzteren Unter- 
suchung sah ich die bisher gefundenen, auf elliptische Integrale reducir- 
baren ^ft^/schen Integrale durch, von denen hauptsächlich nur die beiden, 
wesentlich von Legendre gefundenen Integralklassen 

' (fflo + «i^ -*- «2 j' + «8 -' y 

und 

>^ iV flTo -+- Äi J + «8 ^* + ^8 z^ + a^z^ ) 

existiren, in denen f eine rationale Function, m die Zahlen 1 oder 2, 
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fjb die Zahlen 1 oder 3 bedeuten, und fand in einer im 56. Bande 
dieses Journals veröffentlichten Arbeit von Roethig den durch Aus- 
fuhrung der Legendre%c\iexi Transformation hergeleiteten Satz, dass sich die 
Integrale von der Form (a) auf elliptische Integrale bringen lassen, deren 
Modul V V2dt VT ist, und die Integrale von der Form (b) auf elliptische 
Integrale mit dem Modul Y^. 

Dieses letztere Resultat liess mich erkennen, dass die Frage der 
Reduction dieser Art Aft^/scher Integrale mit der complexen Multiplication 
der elliptischen Integrale in Verbindung steht, und ich erlaube mir im 
Nachstehenden einige Bemerkungen, die ich bei der Behandlung dieser 
Frage machte, zu veröffentlichen. 

Sei 

(1.) R (z) = {z- ay^ {z - «^r . . . (c - «^)>, 

und werde eine Beziehung zwischen einem zur Irrationalität VrJz) gehö- 
rigen ^ft^'/schen Integrale, elliptischen Integralen, logarithmischen und alge- 
braischen Functionen vorausgesetzt, in welcher die oberen Grenzen der 
elliptischen Integrale und die Argumente der Logarithmen algebraisch mit 
der oberen Grenze des il6(9&chen Integrales verbunden sind, so ist nach 
einem allgemeinen, für die zwischen ^ö^/schen Integralen stattfindenden 
algebraischen Beziehungen gültigen Satze diese Relation jedenfalls eine 
lineare von der Form 



Xr 



(2.) /lKzSjfi{:))dz=/r,(^x,\^Jxj)dx-\-/^^^^ 

-¥ u -h Ai log t?! 4- ^j log Vj -4- • • . -4- Ay log Vy^ 

worin 

^9 /M /j> • • • / r 

rationale Functionen der in ihnen enthaltenen Grössen, 

Vi W^ Vi W? • • • Vr i^) 
ganze Polynome vierten Grades von der Form 

und 

algebraische Functionen von Zi bedeuten. 
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Nach einem bekannten Satze von Abel folgt, dass die Gleichung (2.) 
eine andere von der Form 



2^1 Vt y 



(3.) dfFiz,H(z))dz=ffly,\^))dy'^ff,^^ . +//;(y,>'^)) dy 

nach sich zieht, in welcher 

yi« yt9 • • • Vr'» V (f, (yj, V y, (y,), . . . VqPr iyr) 

rationale Functionen von 

z, und V'ä (zJ 
bedeuten. 



Ist nun y^ eine rationale Function von z^ und yR(z^ und zwar 
von der Art, dass Vy7(y„) ebenfalls rational durch diese Grössen ausdruck- 
bar ist, so folgt 

wenn F^ eine rationale Function bedeutet, und daher 

V 9« <y«) 

oder 



= Ö)„ (r„ V Ä (z,) ) rf^i 



(4.) frr^ = /ä>«(^, Vä(c)) rfz, 

worin 0^ ebenfalls eine rationale Function vorstellt, d. h. 

Wenn eine Gleichung von der Form (2.) besteht, so müssen zur Irratio- 



nalität Vjfl (z) gehörige Integrale erster Gattung existiren^ welche auf je 
ein der zu den elliptischen Integralen der rechten Seite von (2.) gehörigen 
Integrale erster Gattung reducirbar sind. 

Dieser Satz lässt sich, ähnlich wie ich es für jede Relation zwi- 
schen hyperelliptischen Integralen gethan (siehe meine „Vorlesungen über 
die Theorie der hyperelliptischen Integrale ^) auf eine beliebige Relation 
zwischen verschiedenen -Aft^&chen, elliptischen Integralen und algebraisch- 
logarithmischen Functionen ausdehnen. 
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Stellen wir zuerst die Form der zur Irrationalität 

n n 

\l R{z)= S(z — ay^ (z — a^"^ . . . {z-a^TQ 

gehörigen Integrale erster Gattung fest, wobei wir offenbar annehmen 
dürfen, dass die Zahlen 

keinen gemeinsamen Theiler haben, so werden sich dieselben zunächst in 
der allen zu dieser Irrationalität gehörigen Integralen gemeinsamen Form 
schreiben lassen 

in welcher 

rationale Functionen von z bedeuten. 

Umkreist nun z den Punkt a^ A^mal, den Punkt o, A-,mal u. s. w., 

7? 

endlich den Punkt « A mal, so wird die Irrationalität SR(z) den Factor 

9—1 

— (*i 7I1 + *2 iw, H \r k^ m^) 

erhalten, und man sieht sogleich, dass man unter der oben gemachten 
Voraussetzung, dass «, iwi , nig , . . . m keinen gemeinsamen Theiler haben, 
die Zahlen ^i, A-a,...£ so wählen kann, dass jener Exponentialfactor eine 
beliebige «te Einheitswurzel darstellt; die Gleichung 

w'* = Ä (z) 

ist somit eine irreductible, oder die diese Function darstellende Fläche ist 
so beschaffen, dass ihre Blätter stets in Yerzweigungsschnitten mit einan- 
der zusammenhängen, oder dass man von irgend einem Flächentheile aus 
in Fortsetzungen durch Flächen zu jedem Theile der gesanmiten Riemann- 
sehen Fläche gelangen kann. 

Ist nun der Ausdruck (JL) ein Integral erster Gattung, und ist a 
die primitive nte Einheitswurzel 

2n% 



n 



SO wird auch das Integral 
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ein solches sein, was auch k für eine ganze Zahl bedeuten mag, und da- 
her auch jedes einzelne der Integrale 

f%{z)dz, /v'.WVäÜ) dz, ... /v/«-i W (Väw/ 'dz, 

woraus unmittelbar als Integral einer rationalen Function, welches nie 
erster Gattung sein kann, 

ftp^ (z) cfe = 

folgt*). 

Wir haben uns somit nur die Frage nach der Beschaffenheit der 
Integrale erster Gattung von der Form 

(C) /yjr {z) 0/W)Uz 

vorzulegen, da sich aus diesen Fundamentalintegralen jedes Integral erster 
Gattung zusammensetzt. 

Soll aber das Integral (O) ein Integral erster Gattung sein, so 
müssen bekanntlich, wenn 

gesetzt wird, wobei y^(ar) und Xr(^) ohne gemeinsamen Theiler ange- 
nommen werden, die NuUwerthe von Xr(^) zu den Verzweigungswerthen 



fi. 



von VR(z) gehören, und wenn a^ einer dieser Verzweigungswerthe ist, 
so muss 



*) Es ist dies ein specieller Fall des unmittelbar als richtig einleuchtenden Satzes, 
dass, wenn 

fl/i dx 

ein ^i^feches Integral erster Gattung bedeutet, worin y^ eine Lösung der algebraischen 
Gleichung 

sein soll, und man bezeichnet die andern Lösungen der in y vom rten Grade vorausge- 
setzten Gleichung mit 

Vit Vt^ • • ' Vr^ 

die Summe der Integrale 

fvi dx -h Ji/i Ar -h • • • + ffff. dx = 

sein muss, weil sie das Integral einer rationalen Function von x darstellt, welches noth- 
wendig unendlich werden muss. 
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h«.'^M=» 



sein, woraus, wenn 
gesetzt wird, 

rm. rm. rm^ 

w, + 1 > 0, n, +. 1 > 0, . . . — ? — w^ 4- 1 > , 

d. h. 

n, < 1- 1, ita < 1- 1 , . . . n^ < — ^ 4- 1 

folgt SO dass, da offenbar 



Uli < w, WI2 < n, . . . Wp < M 



angenommen werden darf, die Zahlen «1 , «2 5 • • • »« ebenfalls unter n lie- 
gen werden. 

Damit aber das Integral (C) auch nicht für unendlich grosse z 
unendlich wird, muss femer 



[^^M- 



2 = 00 



sein, und daher, wenn der Grad von y^ («) mit x bezeichnet' wird, 

sein müssen, so dass sich vermöge der früheren Ungleichheiten jedenfalls 

ergiebt. 

Durch diese Bedingungen fiir die Exponenten «,, «25 • • • w« der 
Linearfactoren des Nenners Xr W ^^d den Grad r des Zählers yy Qs) 
sind die Fundamentalintegrale erster Gattung charakterisirt und unmittel- 
bar aufzustellen. 

Ist nun die Form der Fundamentalintegrale erster Gattung gefun- 
den, so kann man die Frage, auf welche die Untersuchung der allge- 
meinsten algebraischen Beziehung dieser Art AbehQ\\er Integrale, elliptischer 
Integrale und algebraisch - logarithmischer Functionen reducirt worden ist, 
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in der Form stellen, dass man diejenigen Fundamentalintegrale zu cha- 
rakterisiren sacht, für welche 



ftPr (z) 0/W)Uz = f-d^ , 



V9(y) 



/Vr W (V'Ä (z))^dz + ftp, iz) (i/Ä {z))'dz =/-^ 



Vy(y)' 



/tf,, (z) \H (z) dz + ftp, (z) (v'Ä (zd'dz + . . . + /v/,._i (z) (VÄ (z))" 'dz = f-p ^ 
^ ^ ^ ^ Vy(i-/) 

wird, wenn y(y) ein Polynom vierten Grades von der Gestalt bedeutet: 

y(y) = (l-y*)(l-x'y'). 
Wir beschäftigen uns mit der ersten Frage, welche die Gleichung 
zum Gegenstande bat 



(5.) fxp (z) (Sli\z))dz = /nÄ:, 



in welcher v(ä^) der Bedingung unterliegt, dass das Integral der linken 
Seite ein Integral erster Gattung sei; es sind die beiden oben bezeich- 
neten Fälle von Legeridre bekannt, in welchen alle zur Irrationalität 



yiüQ + «1 r -f- «g c* + «3 z^ 
gehörigen ilÄ^&chen Integrale durch die Substitution 



— ^^^0 -f- ^1 ^ -f- gg ^* 4- gg r' 

wenn a einen Nullwerth der Irrationalität bedeutet, auf elliptische Inte- 
grale mit einer Irrationalität von der Form 

zurückgeführt werden (wie dies wegen p = l sein muss), und femer die 
zur Irrationalität 



VoT+^JT^-f- Oj z* + öj i* 4- «4 z* 
oder 



V(l — z')(l— A'2') 

gehörigen Integrale durch die Substitutionen 



= ,, ,= Vii^Lrilf!), , = VäzrTHTzyi^ 
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auf elliptische Integrale mit den resp. Irrationalitäten 

V(l-;r')(l-i'x'), V(l-AT + 4x% V(l— rr + 4i'x* 
sich reduciren lassen. Auf die weitere von Röthig vorgenommene Reduc- 
tion dieser beiden Integralklassen auf gewisse Normalformen komme ich 
später. 

Ich will der folgenden Untersuchung wegen unter anderen noch 
einen Fall der Reduction hervorheben, welcher sich auf die zur Irrationalität 



Sa 4- 2bz 4- cz^ 

gehörigen Fundamentalintegrale bezieht; die einzigen zu dieser Irrationa- 
lität gehörigen Fundamentalintegrale erster Gattung sind dargestellt durch 

• ^ dz y- dz 

und 

./ - / ^~ 

wendet man auf diese die gemeinschaftliche Substitution 

a 4- 2ÄZ 4- cz' = 0^ 
an, so folgt unmittelbar die Darstellung dieser beiden Integrale als ellip- 
tische Integrale in der Form 

Gehen wir nun zur Betrachtung der Gleichung (5.) oder der ent- 
sprechenden Differentialgleichung 

(6.) V (^) C^Jm)dz = -^ 
über, in welcher, wie schon oben hervorgehoben worden, y und Vy(y) als 



rationale Functionen von ar und VÄ(ar) angesehen werden dürfen, und 
lassen z irgend einen geschlossenen Weg von einem willkürlichen Werthe 
aus bis zu diesem zurück beschreiben, so wird man, wie früher erwähnt, 



n 



diesen Umkreis stets so wählen können, dass VÄ(ar) für eine beliebig 
vorgelegte Zahl /t* den Factor 



n 
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erhält, und bestimmt man nun fi derart, dass 

{fir ^ 1 mod. n) 

ist, was stets möglich ist, da wir n und r als relativ prim voraussetzen 
dürfen, so wird für die so gewählte Umkreisung die linke Seite der Glei- 
chung (6.) den Factor 

2ni 

^ " = cos h t sm 

n n 



erhalten haben, während die Grössen y und Vy(y), welche rational von ar 



n 



undVÄ(ar) abhingen, in 

17 und V (p (fj) 

übergehen mögen. Es wird sich daher der Gleichung (6.) analog die Be- 
ziehung ergeben 

(7.) (cos ^ 4- i sin ^) tp (z) C\Rj^))dz = -i^, 
\ n n J V (p (17) 

und aus (6.) und (7i) 



(8.) 



rff? / 2n . . . 2n\ dy 

, ' - = (cos h « sin — I . ^— 



folgen; beachtet man sodann, dass, weil y und ^ algebraische Functionen 
von z sind, y und 17 ebenfalls durch eine algebraische Gleichung mit ein- 
ander verbunden sind, so ergiebt sich der Satz, 

dass der Modul des elliptischen Integralesj auf welches ein Abelsches 
Fundamentaliniegral der obigen Art redudrbar ist, ein Modul der com- 
plexen Multiplication sein muss. 

Setzen wir in gewohnter Bezeichnungsweise 

. >J, dz . ^ >. dz . l dz 

09 






» 



SO müssen nach bekannten, in der Transformationstheorie geläufigen 
Schlüssen vermöge der algebraischen Beziehung zwischen y und ^, wenn 

m, m\ r, Sy r\ s' 

ganze Zahlen bedeuten, Gleichungen von der Form bestehen 

!m (ü =- aron 4- asta 
m'm' = ar«4- a^V, 
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worin a den Multiplicator bedeutet, oder, wenn der durch die Gleichung 

2a)' 

definirte ^- Modul eingeführt wird, für welchen — was durch die Wahl 
der Fundamentalperioden ermöglicht wird — der Coefficient von i eine 
wesentlich positive Zahl sein wird, die Beziehung 

(10.) — T = , 

m 2r-4-ÄT 

aus welcher sich r, wie bekannt, als Lösung einer quadratischen Gleichung 

^m'^'-h 2{rm' — ms')t — Ar'm = 

in der Form ergiebt 

— (rm'— ms') + V(rm'— m$y + Ar'smm! 

t = ; 



_ — {rm — ms') + \(rm' -h ms')* — 4 (rs' — r's) mm' 

sm 

worin 

4 {rs' — r s)mm' > {rm' -f- m'sf 

sein muss. 

Ferner folgt aus den Gleichungen (9.) 

2r«-H25« 2r-4-5i^ 2 (r* — rs) 

und hieraus der bekannte Satz von Ahelj dass der Multiplicator der com- 
plexen Multiplication von der Form sein muss 

A-hiVB, 
worin A und B rationale Zahlen bedeutenj von denen die letztere fjoesentlich 
positiv ist 

Soll die Beziehung zwischen den Grenzen der Integrale eine ratio- 
nale sein, so wird, wie in der Transformationstheorie näher ausgeführt wird, 

m = m' = 1 

genommen werden müssen, und daher in diesem Falle 



1 T r -i- s' 

= r -h s -7^=^ 



+ i V (r - s')* -h 4r's , 



a 2 2 '2 

und dieser Werth somit, wenn reell also * = 0, eine ganze Zahl, und 
wenn complex, von der Form 

|(a-i-iV7), 
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worin a und ß ganze Zahlen bedeuten, von denen die letztere wieder we- 
sentlich positiv sein muss. 

Es ist nun auf Grund dieser Herleitung auch leicht festzustellen, 
in welcher Beziehung zu einander verschiedene complexe Multiplications- 
moduln stehen müssen, wenn der Multiplicator a für diese Moduln der- 
selbe sein soll, oder wenn die beiden Gleichungen 

dt _ adu 

V(i— 0(i^^T~va^tt*)(i^iri?f ' 

dv adw 



V(l— t?')(l— AJt?') V(l-w')(l— AJw») 

in welchen u mit ^, ebenso wie w mit v algebraisch verbunden sind, zu 
gleicher Zeit bestehen sollen; denn da sich dann, wenn der zum Modul A, 
gehörige ^- Modul mit t^, der zu i, gehörige mit Tj bezeichnet wird, aus 
(11.) vermöge der Gleichheit der Multiplicatoren die Beziehung ergiebt 

2iWi 2/W2 

2ri 4- Ä, Ti "" 2r, -f- ^j itj ' 

in welcher die der Transformation zugehörigen ganzen Zahlen mit ent- 
sprechenden Indices versehen sind, so folgt 

(16.) IT, = -— , 

und somit x^ als lineare Function von t,. Da nun, wie wir wissen, der 
reelle Theil von ~ und ™ wesentlich positiv ist, und diese beiden reellen 
Theile sich nach (13.) um den Factor 

unterscheiden, so wird dieser Factor ebenfalls positiv sein, und somit, 
wenn in bekannter Bezeichnungsweise 

gesetzt wird, in unserem Falle 

«0 Äj ^1 ^0 ^^ ^1 ^9 S^ S^ =^ N 

eine positive ganze Zahl sein; nach einem bekannten Satze der Transfor- 
mationstheorie ist dann aber ^ ein durch eine Transformation JVten Grades 

42* 
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aus Ti transformirter ^- Modul, und es folgt somit, dass die beiden Moduln 
3Li und Xi der complexen Multiplication der Gleichungen (12.) aas einan- 
der transformirte Integralmoduln sein müssen, dass also 

gleiche Muliiplicatoren nur dann zwei verschiedenen Moduln der com- 
plexen Multiplication zugehßren können j wenn die Moduln in einander 
transformirbare sind, 
oder endlich, dass, wenn wir transformirte Integralmoduln als gleich be- 
trachten, 

jedem Multiplicatorwerth einer complexen Multiplication nur ein Integral- 
modul entsprechen wird. 
Zugleich mag hier noch eine weitere Bemerkung angefugt werden, die 
wir im Folgenden brauchen werden; es soll nämlich untersucht werden, 
in welcher Beziehung zwei Multiplicatoren a und a^ zu einander stehen, 
welche durch die beiden Gleichungen 

dt adu 



.7- 9 



V(l — O (1 — A' O V'(i - w') (1 - A' tt'j 

rf/ _^ a^dv - 

V(l-^')(1- rO " V(l — v^) (1 — A* v") 

definirt sind, welche also für ein X complexer Multiplication dasselbe In- 
tegral auf zwei verschiedene mit demselben Modul zurückfuhren, voraus- 
gesetzt, dass sowohl u mit t als auch v mit t in algebraischer Beziehung 
stehen. 

Nun gelten aber nach (11.)? da ir in beiden Fällen dasselbe ist, 
mit analoger Bezeichnung der Transformationszahlen die Gleichungen 

aus denen durch Elimination von r unmittelbar 

^my^m' ss[ — mm[SxS' s^m[ rs' — r^s 
sm (ris[ — r,Si) sm r^s.— r^Si 

folgt; 

die verschiedenen Multiplicatoren^ welche demselben complexen Muttipli- 

cationsmodul angehören^ hängen also in ganzer linearer Beziehung von 

einander abj so dass, wennj wie es nothwendig ist, 
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gesetzt wird, worin Pj Qj R rationale Zahlen bedeutenj von denen die 
letztere wesentlich positiv ist, 

a' ^ P -^-iQfR 

sein nmssj worin P' und Q' wiederum rational sind und R die frühere 
' Grösse bedeutet 

Nach diesen allgemeinen Bemerkungen gehen wir wieder zur Glei- 
chung (8.) zurück, in welcher nach den eben gemachten Auseinander- 
setzungen cos— eine rationale Zahl und sin — die Quadratwurzel aus 

einer solchen sein muss. Da aber die erste Bedingung die zweite als 

2n 
nothwendige nach sich zieht, und cos — , wenn es rational sein soll, nur 

die Werthe 0, ±1, ± -f haben kann, so wird n nur eine der Zahlen 

2, 3, 4, 6 

bedeuten können, und es folgt somit, dass 

ein Abelsches Fundamentalintegral der Form 

ftp (z) QjR(^))dz 

nur dann auf ein elliptisches Integral reducirbar sein kann, ' wenn 
w = 2, 3, 4, 6 ist. 

Diesen vier Fällen entsprechen nach (8.) die Gleichungen 

dfi _ dy 



(14.) 






Vy(,)' V 2 2 /Vy{y) 

Sq>(fi) ^2 2 /Vg,(y)' 

denen als Irrationalitäten der Abeht^Qn Integrale die Grössen 



VÄ(r), Vä(j), Vä(z), Vä(j) 

zugeordnet sind. 



330 Königsberger, zur ReducHon Abelscher Integrale auf elUptitche. 

Der durch die erste der Gleichungen (14.) repräsentirte Fall in- 
teressirt uns hier nicht, da er keine weiteren Bedingungen für die Moduln 
der elliptischen Integrale liefert und sich auf die Frage der Reduction der 
hyperelliptischen Integrale auf elliptische bezieht, für welche ich einige 
Punkte in einer früheren Arbeit behandelt habe. 

Was die zweite und vierte Gleichung von (14.) betrifft, welche 
beide, wenn mit 2 multiplicirt und 

fyT^)' Uiy) VyCf) 

gesetzt wird, durch die Gleichung 



= \^ 



V9)(n U(y) 

ersetzt werden können, so hat Abel in seinen „Recherches sur les fonctions 
elliptiques" die Beziehung aufgestellt 

dt _i/— 5 dy 



= V-3 



V(i- r) (1 4- (2"+\r3r n V(i->') (n-(2+ V y)' ff) 

vermöge der Substitution 



;r\ .ji 9 



H-V3(2 + V3)£* 

und wir finden somit nach den oben genxachten Auseinandersetzungen in 
Betreff der Eindeutigkeit der Bestimmung des Moduls der complexen Multi- 
plication bei gegebenem Multiplicator , dass der Modul des elliptischen 
Integrales in der zweiten und vierten der Gleichungen (14.) 

X» = _ (2 4- VS")» oder x = i(2 -h Vs") 

oder ein durch algebraische Transformation des Integrals aus diesem ab- 
geleiteter ist. 

Bemerkt man aber femer, dass die Substitution 

r=l-^' 
die Gleichung liefert 

dt ^ 1 rf^ 

V(i-n(i-h(2 + V3")'(;«) 2V2+V3" V(i _ ^^ ^ _'(| ViTVl)' ^•) ' 

so folgt, dass 
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alle elliptischen Integrale^ auf welche sich jene Abelschen Integrale mit 
den n =^ 3 und n =6 entsprechenden Irrationalitäten redudren lassen^ 
den Integralmodul 

-^ v2Tvr 

oder einen aus diesem transformirten besitzen, 
ein Resultat, das für die dritte Wurzel aus einem Polynome dritten Grades 
von Röthig durch Zurückfuhrung des elliptischen Integrales auf die Le- 
gendre^cAiei Normalform gefunden worden. 

Was die oben aufgestellten elliptischen Integrale betriflft, auf welche 
die Aft^&chen Integrale 

reducirbar sind, so ist von dem ersten, welches die Form annahm 
unmittelbar ersichtlich, dass, wenn zur Abkürzung 

Ä' — ae , 

= A 

c 

gesetzt wird, die Substitution 



dasselbe in 






2V7 YA JSy^ 
überfuhrt, welches wiederum durch die Substitution 

_ 2 VäTci — VT^T^») — ^ « (1 -4 - V3 ) 

y- — p 

in die Form 

dt 



3 1 1_ ^ 

2V7 H yTÄ f^ {x-e){\-{\^%iW)e) 

übergeht und somit den allgemein als nothwendig erkannten complexen 
Mnltiplicationsmodul liefert, während das zweite jener beiden Integrale, 
welches auf 

' /Vjr(Ä*+(*»— a)c) 
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reducirt war oder vermöge der Substitution 

8 



auf 



2\^ Va >'Vy(y»+l) 
durch die Sabstitation 



'A '\J{^ 



1 
2' = T 



m 



1 y r dt 



2V7 Va 

und somit in das erstere Integral übergeht, wie dies nach den obigen Aus- 
einandersetzungen nothwendig ist. 

Gehen wir endlich zur dritten Gleichung des Systemes (14.) über 
und bemerken, dass für die algebraische Beziehung 

n = iy 

die Gleichung besteht 

dfi . d y 



so folgt fiir den Modul der zu untersuchenden Gleichung 

^n ^ i ^y 

nach den obigen Auseinandersetzungen 

x' = — 1 oder x = i 

oder ein durch algebraische Transformation des Integrals aus diesem ab- 
geleiteter; da aber 

dii 

V(l-i7*)(l-h?) 

vermöge der Substitution 

in 

1 dt 



übergeht, so folgt, dass 
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alle elliptischen Integrale j auf welche sich jene Abelschen Integrale mit 
den n ^ 4 entsprechenden Irrationalitäten reduciren lassenj den Integral- 
modul 

I 2 

oder einten aus diesem transformirten besitzen^ 

welches Resultat flir die vierte Wurzel aus einem Polynome vierten Grades 

ebenfalls an der Legendre^a^i^ii Reductionsformel von Röihig erkannt worden. 

Es ist wesentlich hinzuzufügen, dass nicht etwa jene Irrationalitäten 

m 

mit I? = 3 und w = 4 auf die von Legendre behandelten Fälle, in welchen 
das Polynom unter der Wurzel vom dritten resp. vom vierten Grade ist, 
beschränkt sind, und es mag genügen, als Beispiel das Integral erster 
Gattung hervorzuheben 

/ (^..„...:::::., jT^jT^- 

welches in die Form 

{z*—l)dz 



/ 



-'[K«o(-' -*- |f) + «i (-* -^ ^) "»■ ^ (^ "*" i) -^ "»J 



gesetzt, durch die Substitution 



1 

z 



in das Integral 

/- dx 
/ 3 vi 

y [/flo x^ -h «1 x' + (flj— 3 «o) ^ -*- «8—201 j 

übergeht, welches zur Klasse der von Legendre behandelten gehört, und 
somit auf ein elliptisches Integral erster Gattung mit dem complexen Mul- 
tiplicationsmodul 

H/2 + V3 

reducirbar ist. 

Wir können nunmehr die oben gewonnenen Resultate folgender- 
massen aussprechen: 
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Wenn ein Abelsches Integral erster Gattung von der Form 

worin n > 2j auf ein elliptisches Integral reducirbar sein sollj so kann 

dies nur för 

n = 3, 4, 6 

der Fall sein, und zwar haben die elliptischen Integralej auf welche sich 
die Integrale 

/rp{z)(}lW^'dz, Jxp\z)(yRWdz 
reduciren lassenj den Modul der complexen Multiplication 

oder einen aus diesem transformirten, während die eUiptisc/ien Integralej 
auf welche die Abelschen Integrale 

fxp (z) C\R^S)dz 
zurückfährbar sein können^ den complexen Multiplicationsmodui 

VI 

oder einen aus diesem transformirten besitzen*). 

Es mag mit Rücksicht auf eine anderwärts zur Sprache gekommene 
Frage bemerkt werden, dass fiir diese Gattung Abelscher Integrale, wie 
aus dem Vorigen zu ersehen, die oben als Fundamentalintegrale bezeich- 
neten nicht etwa auf verschiedene elliptische Integrale, sondern stets nur 
auf ein und dasselbe zurückgeführt werden können, und dass femer nicht 
dieselbe Transformation zwei zu derselben Irrationalität gehörige Funda- 
mentalintegrale erster Gattung auf eben dieses elliptische Integral zurück- 
fuhren kann, da die Variable und die Irrationalität des elliptischen Inte- 
grales sich rational durch die Variable und die Irrationalität des Abelschen 
Integrales ausdrücken lassen, und somit die für das elliptische Integral 
ausgeführte Substitution nur auf ein solches Abelsches Integral fuhren kann. 

Wir gehen nun dazu über, die auf ein elliptisches Integral reducir- 
baren zur Irrationalität 

*) wobei, wie oben bemerkt worden, stets n and r als relativ prim vorausgesetzt werden. 
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gehörigen -Ä&^&chen Integrale zu betrachten, welche durch die Summe 
mehrerer Fundamentalintegrale erster Gattung dargestellt sind. 

Um zuerst einen solchen Fall in einem Beispiele hervorzuheben, 
sei das Integral erster Gattung 

/- dz 

vorgelegt, welches, wenn 

= A und a + 2bz 4- ez^ = AtA 

c •' 

gesetzt wird, in 

2 1 dy 



VT(V^/Vy(/+1) 
übergeht; macht man hierin weiter die bekannte Legendr€^Q\i^ Substitution 

y -\ =^2x oder y = or + Vx*— 1 , 

y 



so erhält man durch eine leichte Rechnung 



dx 



(Va+2Äz4-ciO Vc(v^) Y \{x—\) {2x^—1) V(^+l)(2*«— 1) 
ähnlich erhält man durch dieselbe Substitution 

dz 1 ^ t dx r dx 



oe.)/,jzz^^.=-W /__£^_,/. 



(Vfl + 26z + czO V7 O ) ^(or— l)(2x*— 1) V(^ + i)(2x*_i)< 

während das dritte zur Irrationalität 



gehörige Fundamentalintegral erster Gattung vermöge der Substitution 

a -h 2bz 4- er* = — Ax^ 

die Beziehung liefert 

/.rrx / dz 2 \ / dx 

in welcher dieses letztere Integral, wie es nach den früheren Sätzen sein 
muss, die complexe Multiplication mit dem Modul Vi" hat. 

Die Gleichungen (15.) und (16.) liefern zwei Integrale erster 
Gattung, welche auf je ein elliptisches Integral reducirbar sind, nämlich 

43* 
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dz /dz 1 \ / dx 



^^^•^ /r=Xf/ .' -.f V ^',— Tr7==rP ~ .,- (\r->?f\ 



V^ (V a + 2*r 4- cz*) ( Va + 2Äz 4- «*) Vc (o) V(ar— 1 ) (2x*— 1) 

und 

Q9 ) J_ r 'Li / ^ A .JL / ^ 

wie es nach den im Anfange dieser Arbeit gemachten Auseinandersetzungen 
sein muss, da jedem in einer algebraischen Relation zwischen -Äft^/schen 
und elliptischen Integralen vorkommenden elliptischen Integrale ein solches 
Integral erster Gattung zugehört, das auf je eins der zu den vorkommen- 
den Aft^&chen Integralen gehörigen Integrale erster Gattung reducirbar ist. 
Endlich mag noch bemerkt werden, dass, wenn man 

setzt, 

(20.) ^==£^_ = i ^^ 



V(ar-hl) (2j:*— 1) V(?— 1) (2?*— 1) 

wird, die beiden in der obigen Reductionsformel vorkonmienden elliptischen 
Integrale somit nur in ihren Grenzen verschieden sind und diese daher 
die Form annimmt 

Wa + 26r + czV Y7 \M A) \ V(ar— 1) (2ar*— 1) V(5-l) (2?«— l)i 

dz 111/ dx . / rf$ 



(22.)/ ,. "' .. = i-^J-i/ ^ +i/ 

\\a-\-2bz + czV Sc Sa { V(ar— 1) (2«»— 1) V(|— 1) (2$»— 1)' 

Sei allgemem 

(23.) Vr. (5) (VÄW/'rfr 4- Vr. W(VÄ ("zlfrfz + • • • + tpAz) C\RJz))^''dz = -t , 

»9 (y) 

worin 

«»'(y) = (i-y*)(i-x*y'), 

n 

^löd y , Vy (y) als rationale Functionen von z und Vä (r) betrachtet wer- 
den dürfen, so wird man wiederum in der Gleichung (23.) die Grösse z 
willkürliche geschlossene Wege beschreiben lassen können, und wählt man 

n 

die Wege so aus, dass die Irrationalität SR(z) der Reihe nach die Factoren 



9 8 V— .1 
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erhält, worin 



2711 



a =^ e 



n 



sein soll, während die Variable und die Irrationalität des elliptischen Inte- 
grales, welche rational von z und \H(z) abhängen, in 



Un Vy (yi) ; yai Vy (yj ; . . . y^_i, Vy (y^_i) 
übergehen mögen, so ergiebt sich das nachfolgende System von Gleichungen : 



(24.) ^ 



Vy (y) 



«'•» V'r. W (VÄ {Z)y' dz-ht/^ xPr^ (Z) (VÄ (z))''' rfz 



••• + «"•' Vr, W ( Vä (Z)r^ dz = -ßVl 

Vy(i7i) 



c?""' tpr, (-) (VÄ(^)7^rf^ + «^''*V'r, W(Vä(^/' dz 






n 



«("-'K Vr, (i) (Vä (r)/' rfs + a^"-»)''» tffr, (z) (Vä (?))'■• rfr 



+«(''-i)r^^^ (j)(VÄ(«))''''rfz= 






woraus, da die Determinante 



1 1 

„2r, „2r, 



a»"» 



a 



2r, 



a(»'-»)»"i «(»'-*)»■> «("-»)»•• 



. . 1 



• , a 



(y-'^yj 



weil a eine primitive iite Einheitswurzel ist, nicht verschwindet, für jedes 
auf der linken Seite der Gleichung (23.) befindliche Abekche Differential 
ein linearer Ausdruck der auf den rechten Seiten des Systems (24.) be- 
findlichen elliptischen Differentialien folgt, welchen sämmtlich derselbe 
Modul zukommt, und die sich nur durch die Variable unterscheiden. Wir 
erhalten somit 



338 



Konigsherger^ zur ReducHon Abelscher Integrcde auf elliptische. 



(25.) /vr, (=) (V Ä (z)y^ dz=A f:ß=. + A, f 
* Vy(y) ' 



dy. 



(y) "^ Vy(y.) 



• • 4- ^^_i /- 



rfy.'-i 



Vy (y.-i) ' • 
worin die 

ganze rationale Functionen der nten Einheitswurzeln vorstellen, eine Form 
des Resultates, wie sie sich auch in dem oben gewählten Beispiel in den 
Gleichungen (21.) und (22.) bietet; ist eine Zusammenziehung der rechten 
Seite der Gleichung (25.) zu einem elliptischen Integrale möglich, in 
welchem Falle im Allgemeinen der Integralmodul ein Modul der com- 
plexen Multiplication sein müsste, so würde dann wieder nach dem Früheren 
geschlossen werden dürfen, dass n nur die Zahlen 2, 3, 4, 6 bedeuten darf. 
Im Allgemeinen würde sich aus dem Gleichungssysteme (24.), zu 
dem wir noch die Gleichung 



(26.) a^^ ipr, (^) (Sn (z))'' dz -h a^» V'r, (^) (VäÜ))"' dz 



. . . -h a^v xPr^ (z) (Vä (Z)r- dz = -i 



hinzunehmen, durch Elimination aller -Äö^&chen Differentialien die Bezie- 
hung ergeben 



(27.) 



1 


1 


1 


. . 1 


dy 

Vy(y) 


a»"' 


a»"' 


«»•• . 


. . a^v 


dy. 


„2r. 


„2r, 


«ä«-. . 




dyt 

V9(y,) 


oT' 


oT* 


«•^» . 


. . oTy 


1 

dy, 

VyCy.) 



= 0, 



eine lineare Gleichung zwischen v -h 1 elliptischen Differentialien mit dem- 
selben Modul, deren Variabeln und Irrationalitäten rationale Functionen 



n 



von z und Vä (z) sind, wobei jfj^ und V ^ (yj^ aus den Werthen für y und 

n 

Vy (y) dadurch erhalten werden, dass in den in z und SR{z) rationalen 

n n 

Ausdrücken a*VÄ(r) statt VÄ(z) gesetzt wird. 
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Die Beziehung (27.) wird zu untersuchen und zu fragen sein, ob 
aus derselben Bedingungen für den Modul der elliptischen Differentialien, 
welcher in den oben behandelten Fällen der Reduction der Fundamental- 
integrale ein Modul der complexen Multiplication sein musste, abgeleitet 
werden können. 

Nehmen wir zuerst an , dass v = n — l und also die Summe von 
n—1 Fundamentalintegralen einem elliptischen Integrale gleich ist, so 
geht die Gleichung (27.), da die Zahlen ri, r^, . . . r^__^ nichts anderes 
als 1, 2, . . . w — 1 bedeuten, in die folgende über 



• • • 



1 



a 



a 



a 



8 



-n-1 



a 



6 



a 



«(n-i) 






a 



n-i ^2(n-i) ^8(n-i) 



a 



(n-i) (n-i) 



dffn-i 



= 0, 



Vyfyn-i) 

welche, wenn alle Horizontalreihen zur ersten addirt werden, da die hier 
vorkommenden Potenzsummen der Einheitswurzeln verschwinden, die Form 
annimmt 

dy dy, dy^ dy^_^ 



(28.) 



= 0, 



VyTyJ" ^f^^ V^W V^n-i) 

und aus dieser Gleichung gehen nur Beziehungen zwischen den Variabein 
hervor, ohne den Modul des elliptischen Differentials Bedingungen zu 
unterwerfen. 

Ist v< w— 1, so kann die Gleichung (27.) ebenfalls eine der Glei- 
chung (28.) ähnliche Bedingungsgleichung liefern, in welcher die einzelnen 
elliptischen Differentialien nur mit rationalen Zahlenfactoren behaftet sind, 
und aus der somit für die Beschaffenheit der Moduln ein weiterer Schluss 
nicht gezogen werden kann. So besteht in dem oben behandelten Bei- 
spiel die Beziehung 

1 dz dz _ 2 __J «te 

VI (v^T2Är+^«/ (V^+ 2*z -h cz^ V7 (vi)' V(x-1)(2j:«— 1) ' 



(29.) 
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für welche 

4 

1 «, ^ J 1 

(30.) x = —i^Sa-^2bZ'\-cz^+~j: 



2V^ ^ Va4-267T7I* 



war, und die durch eine zweimalige Umkreisung einer der Lösungen des 

Polynoms 

a -I- 2bz -hcz^ 
in 

(3n _L ,r ¥ dz ^i dz ^ _l rf|_ 

V^ {ya+2bz + cz^) {ya + 2bz'^cz^) W(V^) V(?— 1)(2?*-1) 

übergeht, wofür aus (30.) 

SÄ 1 



(32.) J = i— V a 4- 2Ä2 -h cz^ — 



2V^ '^ Va4-2Är-hc^* 

folgt; lässt man ferner die Variable z noch einen zweimaligen Umkreis 
um einen Verzweigungspunkt machen, so ergiebt sich 

,oQ X 1 dz dz _ ^ _J dfj 

V^ VVrH- 2Är 4- C2 V VVaH-2*i4-r2V V<? iV^j V(i7— 1) (21^«— 1) 

worin 

4 

(34.) fj = — i— ^ a -h 2Ä2 -h cz* H- -^ ^ — 

2VQ Vß 4.2*2 4-«^ 

ist. Die Gleichungen (29.), (31.), (33.) liefern durch Elimination der 
Abelschen Differentiale die Beziehung 

dx d^ ^ 

V(a:— 1) {2p^)'^\(fj—l) (2fi^—l) " ' 

welche Gleichung, da aus den obigen Beziehungen unmittelbar 

ar = i7, V (o: — 1) (2a:«- 1) = — V (17- 1) (2fj^—l) 

folgt, identisch befriedigt wird. 

Aber es kann auch eine mit complexen Multiplicatoren der eUipti- 
schen Differentiale versehene Beziehungsgleichung abgeleitet werden; um- 
kreisen wir nämlich nach einander einen Verzweigungspunkt nur einmal 
und setzen zur Abkürzung 

a-h2Äz-h£?z*= R{z)j (x— l)(2ar* — l) = y(ar), 
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SO lauten die drei Gleichungen 

1 dz 



(35.) < 



V^ (Vä(z))' 



€k 



dx 



(\/ä(^)/ yji^ aY vy(^' 



71t 71t 

— T l f/^ T dz 2 1 rff 



e 



7lt 

-o 1 



71t 

dz 



7lt 

"9 rfZ 



V A (Vä (z))^ 



a 



\_ 



£/i7 



(VäU)) V£? (v^) Vy (^y) 



iiir die Beziehungen 



2V^ 



V^ 1 

2 



Vä (c) 



(36.) ^ j ^ 



e 



71t 



TTt 



2Vi4 






n = ^Vä(j)- 

2V^ 



2 



^~A 



1 



O 4 • 

Vä (z) 



Aus (35.) folgt durch Elimination der A6«fechen Differentiale 



(ni nt\ 



^'=0, 



eine Gleichung, in weicher ein Coefficient der elliptischen Differentiale 
eine complexe Grösse ist, und die in die Form gesetzt werden kann 

d^ 



(38.) 



\ (p{x) 



in welcher 

algebraisch mit einander verbunden sind. 

Die Gleichung (38.) zeigt, dass, wenn 

dfj dx rff 



= 0, 



V 9 (n) V^W" >T(Ö 

gesetzt wird, 
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(39.) _4£_ = fV2 ^^ 



ist, and aus dieser Gleichung geht hervor, dass das elliptische Integral 

f dl 

/ \(i-\)(2ie—\) 

eine complexe Multiplication zulässt. In der That liefern die bekannten 
linearen Transformationsformeln eines elliptischen Integrales auf die Nor- 
malform die Beziehung 

dl ^\ rfX 

V(J-l) (25^-1) "■ M V(l-X*)(l-x«X^ ' 

worin 

x = V¥— 1 

und 



i»/ = iV2 4- V^ 
ist; nun fuhrt aber eine der Theorie der Transformation zweiten Grades 
angehörige Beziehung 

[/i . \ • 1 — «1 t (1 -h x) sin am (w, x) 
(1 4-x)lli,:i— — 1 = 7 r— V — T 
' 1 -h xj cos am (m,x) z/am {u^ x) 

unmittelbar auf die Substitution 

V(l-Y»)(l-x^Y»)' 
welche, wie man mit Benutzung des Werthes von x , für welchen 

1— X 
X = -; 

14-x 

ist, unmittelbar sieht, die Gleichung liefert 

dX _ y— 2 rfY 



V(i-x^)(i-x^x*) V(i— y^(i— x^y^' 

es ist somit die Existenz der complexen Multiplication für den Multiplicator 
«V2" der Gleichung (39.) gemäss nachgewiesen. 

In Folge der oben entwickelten Beziehung (20.) findet also auch 
mit demselben complexen Multiplicator eine Multiplication für das Integral 

rfjp 

S(x -h 1) (2ar«— 1) 

statt. 
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Diese Betrachtung, d. h. die Untersuchang der Eigenschaften der 
elliptischen Integrale, auf weiche A&^/sche Integrale der obigen Form reda- 
cirbar sind, kann auf allgemeinere Fälle ausgedehnt, werden. 

Es werde der Fall betrachtet, in welchem die Summe zweier Fun- 
damentalintegrale sich zu einem elliptischen Integrale zusanmiensetzt, also 
die Beziehung besteht 

(40.) tlßr, {z) C^H{z)T dz -h V'r. W ( VäW)"' dz = -^= , 

dann geht, da v = 2 ist, die Determinante (27.) in 

dy^ 



nber oder in 
(41.) 



.2n 



c/» 



ßu 



dyi 

Vy(yJ 



= 



Xi+Tt 



dy 



v^yTy) 



— (a^> -ha**») 



_Ayi_ ^ dy^ ^^ 



Um nun den Fall hervorzuheben, dem sich das vorher gewählte 
Beispiel anschliesst, werde 

c/i-*-'-. = ± l 

angenommen, also für die Gleichung (40.) die Voraussetzung gemacht, dass 



, n 3n 

r^ = n oder r^^r^ = —,— 



ist. 



Im ersten Falle geht die Gleichung (40.) in 

.^^ _ (an 4-a-O ^ + -ß^ = 

V9(y) V7(yj V7(^) 

oder durch Zusammenlassen der beiden elliptischen Differentiale in 

(42.) ^ = („r.^„-..)^ 
Vy(v) »^(y,) 

über, welcher auch die Form gegeben werden kann 

(43.) ^^ = 2co8?Hl^, 

44» 
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woraus folgt, dass cos eine rationale Zahl sein muss; man sieht an- 



n 



mittelbar, dass dies nur für 

n n 2n n 3n n 5n 

''^ "" 2"' 3"' "3"' T' T' 6"' "e" 
der Fall sein kann, wofür dann 

n^ 2n n 3n n^ 5« w_ 

^^ "" 2*' T' 3"' T' ?' "6"' 6 

wird, und es beschränkt sich somit diese Annahme auf die Formen 

tp, {z)VrW) -h tp, (z) VäW = ,7=^ 



(44.) 



V/, {z) SR {z) -*- xp, (z) O/R iz)) = -^ 



xp, (r) VäÜ) -h xp, (z) (Vä (z)) = 'r=, , 

> y(y) 

xp, (z)SR^) 4- xp, (r) (Vä W)' = ;^jM=., 

Vy (.y) 

genau die oben bei der Behandlung der Reduction eines Afi^&chen Funda- 
mentalintegrales auf ein elliptisches gefundenen Fälle der Irrationalitäten ; 
für die Eigenschaft des elliptischen Integrales lässt sich aus der Glei- 
chung (43.) nichts weiter herleiten. 

Im zweiten Falle, in welchem n eine grade Zahl sein muss, ninmit 
die Gleichung (41.) die Form an 



dy 



VyCy) 



-(a^H-a'^-^'O^-T 



dy. 



dy^ _ 



VXyJ VyfyJ 



= 



und 



dy 



>^9(y) 



3n ^ 



dyi ^ dy^ ^^ 



oder auch nach Zusanmienfassung der ersten und dritten Differentiale 

(45.) -4==2.-8in2ZEÜ^. 

y q>(n) » Vy(yj 

da der Fall ^i = y ^^ /*2 = oder n auszuschliessen ist, so muss nach 
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den früheren die complexe Moltiplication betreffenden Auseinandersetzungen 



. 2nr. 

810 



n 



die Quadratwurzel aus einer rationalen positiven Zahl sein, wobei zu be- 
merken, dass n eine grade Zahl war — für w = 8, r^ = 5 ist 2« sin 

= — VZr2, wie es in der That in dem oben gewählten Beispiel der Fall 
war. Nun ist aber 



cos 



■ = 1 — 28m* ' 



n 



n 



und somit eine rationale Zahl und umgekehrt, so dass nach Früherem 

n 2n n_ ^n n ön n 3w ön 7n ^ bn In Mn 

^'^ " "3' T' T' T' 6"' T' 8"' ¥' T' T' 12' 12' 12' l2" 



To = 



n bn n_ in n_ 2n in n In bn bn n \\n In 

» "■ 6"' ^' T' T^ 3"' "3"' "8"' 8"' "8"' T' 12' 12' 12'' 12 

folgt, und somit als die einzig möglichen Fälle sich die nachstehenden 
ergeben : 

* • ^ __ dy 



(46.) 



tp,{z)(SR(z))+tp^{z)(SR(z)) = 



VyCy) 



rp, (z) Vä (z) + xp, {z) (SrW = y=^= 

^ 9 (in 

xp, {z) ( VäW) V xp, {z) (^Riz)) = -^ 

» 9(y) 



tp,{z) Vä(z) +v/,W(Vä(z))'=^^= 

tp, W(VfiW)V V',(^)(VäW)"= ^^ , 

wofür die elliptischen Integrale eine complexe Multiplication besitzen mit 
den für je zwei aufeinanderfolgende gültigen resp. Multiplicatoren 

tV3, tV2, i 
und somit auf Integrale mit den Moduln 



i V24-V3, V2— 1, V4 



reducirt werden können. 
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Da für die anderen in diesen Formen vorkommenden Irrationali- 
täten bereits oben specielle Fälle behandelt worden, so wollen wir nnr 

n 

noch ein zur Irrationalität ^R{z) gehöriges Beispiel anfahren. 

Das Integral 

dx 



h. 



Va^(x-hl)" 

ist nach den oben aufgestellten Criterien ein Integral erster Gattung; 
setzt man 



X = {x -h \)z^ oder x = 



so wird 

dx Sz dz 



oder für die Substitution 

1 

die Beziehung 

dx ScfC 



Wird nun ^ 

gesetzt, und die Substitution angewandt 

B(\-y) 

SO folgt, wie eine einfache Rechnung zeigt, 

dx (2£-hl4-y)rfy 



= m 



Va?*(ar-+-1)" (V'(l-y^) (1— x«y^) 

wenn 



, 1 6«(«-hl) 

« = — ;: :; , m = 



Macht man femer für das Integral 

dy 



(V(l-y«)(l-«V*)) 



8 
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die bekannten Legendresdien Substitutionen, so gelangt man zu der Glei- 
chung 

(V(l-y»)(l-x«y«))' ' V(l-Y?)(l-iY:) ' 

und wendet man ebenso auf das zweite Integral eine andere bekannte 
Legendresche Substitution an, so ergiebt sich 

ydy rfY, 

(V(i-y») (i-xV)) * V(i-y:)(i-iy,*) ' 

woraus sodann 

f 

(47.) ^ ^ I ^"^1 , i^ ^% 

vivnF ' v(i-Yf)(i-ii7) v(i-Y:)(i~iY:) 

folgt. 

Geht man jedoch von dem Integrale erster Gattung 

aus und wendet auf dasselbe dieselben Substitutionen 



x = -^ — :s» ^ = 



an, so folgt 

xjx-^ ly dx _ %dz __ 3CrfC 
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und wenn wieder dieselbe Beziehung zwischen C und y wie oben benutzt 
wird, 

x(x '\- 1)^ Ar _ (g — By)dy 

U X* (« + 1)" ) ^V(l-y*) (l-x»y»); 

and daher ähnlich wie oben 



(v** («+!)") V(i-i^)(i-iY:) V(i-y:)(i-iy.) 

Die Gleichungen (47.) und (48.) liefern nun das Resultat 



(49.) fi. /^ -^^— -^ fp^^^ = (A,B,-AB,)f ^^ 
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also die Summe zweier Fundamentalintegrale auf ein elliptisches Integral 
mit complexer Multiplication zurückfuhrbar. 

Ist nun die Grösse a^» -+■*•« in der Gleichung (41.) nicht reell, sollen 
also andere Verbindungen von zwei Abelschan Fundamentalintegralen der 

n 

obigen Art als solche, in denen die Exponenten der Irrationalität V^(r) 

sich zu n oder -^ oder -^ ergänzen, einem elliptischen Integrale gleich 

sein, so können aus der Gleichung (41.) unmittelbar weitere Folgerungen 
nicht hergeleitet werden; wie in diesem Falle zu verfahren, soll nun jetzt 
an der allgemeinen Gleichung (27.) gezeigt werden, welche in die Form 

dy dy. dy^ dy^ 

(50.) A —I— -h^^ r—— -^A ,—— 4- • • • -H ^^ ,^— = 
V 9 (y) ^ Vd/i) V 9 (y,) V 9 (y^) 

gesetzt werden mag, worin 

Jm.^ -Al, -^, • • • Ay 

die ünterdeterminanten bezeichnen, welche aus den Potenzen der wten Ein- 
heitswurzel a zusammengesetzt sind, und fiir welche, wie leicht zu sehen, 

ist. Da y und V^{y) bekanntlich als rationale Functionen von z und 

n 

^R {z) betrachtet werden dürfen, und 

ffi^ ^9 (yJ; ^2. VyCy,); ...yy, VyCyJ 

aus eben diesen Functionen dadurch hervorgehen, dass an die Stelle von 

n 

Vä(z) resp. 

gesetzt wird, so werden 

im Allgemeinen algebraische Functionen von y sein, und wenn man die 
Gleichung (50.) in die Form setzt 

rfy . dVi . dy^ dyy 

= — Ai . — A^ . : — • • • — Af 



so folgt nach einem von Abel gegebenen Theorem die Beziehung 
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du flY. dY^ 

(51.) dA ^.— _ = -^, , _ '-- A 



V>{y) *V9)(Y,) "V ,.(¥,)' 

in welcher d eine positive ganze Zahl, die Grössen 

dieselben Constanten wie früher bedeuten, und 

Y Y Y 

rationale Functionen von y und VyTy) sind. 

Wenn aber Y^ und Vy(FJ rationale Functionen vojiy und Vy (y) 
bedeuten, so folgt, dass 



worin f eine rationale Function vorstellt, und somit, weil die linke Seite 
das Differential eines Integrales erster Gattung darstellt, also dasselbe auch 
ftr die rechte Seite stattfinden muss, 

rfY„ dy 

(52.) ,-7=777^ = ^« 7, '- 



worin w^, da die Polvnome unter dem Wurzelzeichen dieselben sind, die 
Gleichung (52.) also eine Multiplicationsgleichung mit rationaler Beziehung 
definirt, wie oben gefunden worden, wenn es reell ist, eine ganze Zahl 
bedeutet, und wenn es imaginär ist, die Form 

haben wird, worin X^ und ia^ ebenfalls ganze Zahlen vorstellen, von denen 
die letztere wesentlich positiv ist. 

Die Gleichung (51.) nimmt somit die Form an 

(53.) Ad -h w^ ^1 -h iWg ^ -h • • • 4- y/i^ -4^ = 0, 

und es fragt sich, ob aus dieser der hypothetisch angenommenen Gleichung 
(23.) entsprungenen Beziehung irgend welche Folgerungen hergeleitet wer- 
den können. 

Um sogleich von dieser Beziehung auf den vorher betrachteten 

Joarnal für Mathematik Bd. LXXXVL Heft 4. ^^ 
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Fall, in welchem die Summe zweier jlÖ6»/scher Fundamentalintegrale einem 
elliptischen Integrale gleich sein sollte, eine Anwendung zu machen, gehen 
wir zur Gleichung (41.) zurück, aus welcher der zuletzt erhaltenen Glei- 
chung (53.) gemäss die Beziehung hervorgeht 

(54.) da''^-^''^ — m^ (a''» 4- «''O -|- w, = 0; 

nehmen wir nun an, es könnten die reducirten elliptischen Integrale so 
beschaffen sein, dass sie keine complexe Multiplication zulassen, so würden 
nach den obigen Auseinandersetzungen d, vi^, m^ ganze Zahlen bedeuten, 
und somit (54.) als eine ganzzahlige Gleichung aufgefasst werden können, 
deren eine Lösung a ist. 

Man sieht schon hieraus, dass n nicht eine Primzahl sein kann, 
welche grösser als 3 ist; denn da man die Potenz a'"i+''» auf eine ernie- 
drigen kann, deren Exponent kleiner als n ist, so würde « einer ganz- 
zahligen Gleichung genügen, welche ausser der Constanten nur drei «-Po- 
tenzen enthält, deren Exponenten kleiner als n sind; man weiss aber, 
dass, wenn n eine Primzahl, die Gleichung 

eine irreductible ist, und in Folge dessen ist die gemachte Annahme un- 
möglich. 

Wir können ferner unter derselben Voraussetzung, dass m^ und m, 
ganze Zahlen sind, die Form der Gleichung (54.) noch vereinfachen; fuhrt 

man nämlich 

271 . . 27r 

a = cos h t sm — 

n n 

in dieselbe ein und setzt die reellen und imaginären Theile der Gleichung 
einzeln gleich Null, so folgt 

i cos — ^-^ — m. I cos -h cos ) -h Wo = 

n * \ n n I "^ 

und 

6 sm ^ — m, ( sm ^+ sm = 0, 

und da die letztere dieser beiden Gleichungen unmittelbar in 

d cos — ^-^ — = m. cos -^-^ 

n ^ n 
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übergeht, so liefert die erstere die Beziehung 

iWj = d, 

SO dass statt der Gleichung (54.) die aequivalente 

(55.) d (a'"'+^« -h l) = m, {pT^ -^- a^O 

der weiteren Untersuchung zu Grunde gelegt werden kann. 

Man sieht aber leicht, dass dieser Gleichung durch unendlich viele 
zusammengesetzte n genügt werden kann; so wird 

wie unmittelbar zu sehen, der Gleichung genügen 
d. h. die Gleichung (55.) wird erfüllt sein für 

n = 2^', //li = — 1 , d = 1, r, = 2^-\ r, = 1 

und daher wird für die Irrationalitäten 

2^: 

SR(z) 

aus der Gleichung (55.) nicht geschlossen werden können, dass sie, wenn 
die Summe zweier zu ihnen gehöriger Fundamentalintegrale auf ein ellip- 
tisches Integral reducirbar ist, auf solche elliptische Integrale fuhren müsse, 
welche eine complexe Multiplication zulassen. 

Genau in der im vorliegenden Falle angegebenen Weise wird man 
auch allgemein unter der Annahme, dass 

reell also nach dem Früheren ganze Zahlen sind, die Gleichung (53.) 
untersuchen und nachsehen, ob für ein gegebenes n die ganzzahlige Glei- 
chung in a mit der zugehörigen Kreistheilungsgleichung im Einklang steht. 
Wird jedoch die Möglichkeit complexer Werthe der iw, also die 
Existenz einer complexen Multiplication für die in der Reductionsformel 
vorkommenden elliptischen Integrale zugelassen, so wird die Gleichung (53.) 
die Form annehmen 

(56.) 2d^4-(^-hfl>JA + (>l«-fr-»Vfti)^-»- ••• + Wy +iy]^)Ay=0, 
in welcher 

Aj f Aj , . . • A.^ 

ganze Zahlen, 

*j f*i> fh? • • • f*K 

45* 
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positive ganze Zahlen bedeuten, und es wird die Frage entstehen, ob diese 
Gleichung mit der zu n gehörigen Kreistheilungsgleichung vereinbar ist. 
Bekanntlich gestattet die einem ungraden n zugehörige Kreistheilungsglei- 

chung eine Reduction auf eine Gleichung vom Grade — ^ — , deren Goeffi- 

cienten Lösungen von ganzzahligen quadratischen Gleichungen sind, welchen 
die Irrationalität 

V« oder V — n 

zugehört, je nachdem 

n ^ 1 oder ^ 3 mod. 4 

ist, und die Zusammenstellung dieser Gleichung mit der Gleichung (56.) 
wird die Möglichkeit der Existenz der Gleichung (56.) und die Bedin- 
gungen für diese Existenz erkennen lassen. 

Ich beabsichtige nicht, diese im letzteren Theile der Arbeit ange- 
zeigte Untersuchung allgemein durchzuführen , es genügt mir, die Ver- 
knüpfung zweier scheinbar auseinander liegender Fragen, der complexen 
Multiplication der elliptischen Integrale und der Reduction bestimmter 
Klassen Aö^&cher Integrale auf elliptische, gezeigt zu haben, und ich hoffe 
bei anderer Gelegenheit auf ähnliche Fragen allgemeinerer Natur zurückzu- 
kommen. 

Wien, im October 1878. 
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Figuren zu H.Vb^t . über ein besonderes ftyperboloid . 
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